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Introdu
tion
Modélisation et simulationLa simulation est une des 
omposantes du pro
essus de la modélisation et de la prévision du
omportement de systèmes dynamiques. Il est possible de représenter 
e pro
essus en di�érentesphases.Nous disposons au départ d'un phénomène naturel que nous désirons analyser et dont nousvoulons prévoir le 
omportement.La première phase du pro
essus est la modélisation 
on
eptuelle. Elle va 
onsister à spé
i-�er les intera
tions existant entre les 
omposantes physiques du phénomène ainsi qu'ave
 sonenvironnement. S'il est désiré de 
onsidérer le non-déterminisme d'événements qui pourraient seproduire, il faut également spé
i�er quels éléments seront traités de façon non-déterministe.Il faut maintenant dé�nir un modèle mathématique du phénomène à partir du modèle 
on
ep-tuel. Cette phase in
lura la spé
i�
ation 
omplète des équations, les 
onditions initiales ou les
onditions aux bords et le 
hoix de la représentation formelle de la partie non-déterministe.Dans notre 
as, nous obtiendrons une représentation sous forme de variables et d'un systèmed'équations di�érentielles et un formalisme non-déterministe. Ces équations modéliseront le phé-nomène que l'on désire étudier. Le but de la simulation sera alors de représenter, de la façon laplus appropriée, l'évolution du modèle du système au 
ours du temps [Zei76℄.Dans un nombre important de 
as, les équations ne sont pas linéaires, 
e qui entraîne unegrande di�
ulté, voire même l'impossibilité de les résoudre de façon analytique. Il sera alorsné
essaire d'utiliser des méthodes numériques pour résoudre 
es systèmes. La troisième phase
onsistera alors en le 
hoix des méthodes numériques pour la résolution du système et égalementla dis
rétisation du système qui était représenté de façon 
ontinue. Il nous faudra égalementdéterminer la façon par laquelle simuler le non-déterminisme.Vient ensuite l'en
odage sur l'ordinateur du modèle dis
ret obtenu lors de la phase pré
édente.Il nous faut par après lan
er les 
al
uls pour obtenir la solution numérique du système.En�n viendra la représentation de la solution numérique. Cette phase �nale va 
onsisteren la représentation des valeurs numériques en termes du phénomène que l'on voulait simuler.Il faudra re
onstituer la 
ontinuité de 
ertains paramètres, apposer les ordres de grandeurs etunités de mesure appropriées,. . . A partir de 
ela, il sera possible d'interpréter les résultats et en



INTRODUCTION 5tirer les 
on
lusions.In
ertitudeNous avons parlé de 
omposantes non-déterministes dans la se
tion pré
édente. En e�et, desin
ertitudes peuvent apparaître pour diverses raisons :� La 
onnaissan
e du système n'est pas 
omplète 
ar 
ertaines parties ne peuvent être ob-servées.� La 
onnaissan
e du système n'est pas 
omplète 
ar 
ertaines parties sont toujours endéveloppement.� Le modèle du système est 
onnu mais trop 
omplexe pour être représenté de façon détaillée.� Les paramètres du système peuvent 
hanger au 
ours du temps, de façon imprévisible.� Les paramètres fournis proviennent de données ou prédi
tions soumises à une 
ertaineimpré
ision.� . . .La simulation ave
 in
ertitude 
onsistera don
 à simuler des systèmes dont le modèle estimpré
is [ATMVdlR00℄. La di�
ulté prin
ipale sera de représenter et propager au 
ours dutemps l'in
ertitude 
ontenant la solution du système.L'appro
he traditionnelle pour représenter 
ette in
ertitude est probabiliste. Dans 
e 
as,la représentation des données né
essite l'utilisation de variables aléatoires et de distribution deprobabilités. Cependant, dans 
ertains 
as, utiliser les probabilités est inapproprié :1. Les experts du système ne sont pas toujours 
ertains de la représentation de la 
onnais-san
e impré
ise des variables en termes de distributions de probabilités à 
ause de leur
onnaissan
e qualitative du système.2. Les experts du système ne sont pas toujours 
ertains de la représentation de la 
onnaissan
eimpré
ise des variables en termes de distributions de probabilités à 
ause d'une quantitéinsu�sante de données pour pouvoir estimer les distributions de probabilités.3. Pour adopter des méthodes probabilistes, les ingénieurs font souvent la supposition dela normalité et de l'indépendan
e statistique des variables. Les résultats expérimentauxmontrent souvent que 
es suppositions ne sont pas 
on�rmées par les éviden
es empiriques.En plus de méthodes probabilistes de représentation de l'in
ertitude, il existe don
 des méthodesnon-probabilistes pour modéliser 
ette in
ertitude, 
omme la théorie de la mathématique d'in-tervalles [Moo66℄, la théorie des possibilités (basée sur la théorie des ensemble �ous) [Zad78℄ etla théorie de l'éviden
e [Sha76℄. Les méthodes par mathématique d'intervalles et par les nombres�ous feront l'objet d'une étude expérimentale dans 
e do
ument.La simulation ave
 in
ertitude peut être appliquée à tous les domaines dans lesquels la
omplexité ou l'impré
ision vient jouer un r�le important. Parmi 
es domaines, l'industrie du



INTRODUCTION 6nu
léaire [BB94℄, la produ
tion d'éle
tri
ité [GIVV02℄, les prévision météorologiques, la déte
tionde po
hes de gaz naturel ou de pétrole [DK01℄,. . .En parti
ulier, l'étude expérimentale se fo
alisera sur l'étude d'un modèle mathématiqueutilisé dans la produ
tion d'éle
tri
ité. Ce modèle a pour but la prévision de la température destransformateurs des sous-stations d'approvisionnement en 
ourant [GIVV02℄.Plan du do
umentCe do
ument est divisé en deux parties. La première donne un aperçu de l'état de l'art dansla simulation ave
 in
ertitude.� Dans le premier 
hapitre, nous évoquerons la simulation numérique en absen
e in
ertitude.Nous y rappellerons don
 les notions d'équation di�érentielle ordinaire et d'équation di�é-rentielle partielles. Nous dis
uterons également de méthodes numériques pour la résolutionde 
es équations.� Dans le deuxième, nous allons parler de di�érentes formalisme de représentation de l'in
er-titude. En plus d'évoquer l'appro
he probabiliste, il sera question de 
ertaines méthodesnon-probabilistes, à savoir les représentations par intervalles, par arithmétique a�ne eten�n par les nombres �ous.� Dans le troisième 
hapitre sera fait un exposé sur l'utilisation de 
es méthodes de repré-sentation d'in
ertitude pour la simulation ave
 in
ertitude.� Dans le quatrième 
hapitre, nous allons parler de l'appro
he Qua.Si (Qualitative Simula-tor) [Bon96℄. L'intérêt de 
ette méthode est de permettre la simulation de systèmes dontles paramètres et/ou les 
onditions initiales prennent des valeurs �oues. La parti
ularité de
ette méthode est de 
onsidérer la propagation de l'in
ertitude au 
ours du temps 
ommeun problème d'optimisation basé sur les gradients des équations à résoudre.La se
onde partie 
onstituera en notre 
ontribution innovative au domaine.� Nous proposerons dans le 
hapitre 
inq une extension à l'appro
he Qua.Si. par des te
h-niques optimisation sto
hastiques. Le but sera de pré
éder l'optimisation basée sur lesgradients par une méthode d'optimisation sto
hastique, non basée sur les gradients deséquations. Le but de 
es extensions est d'obtenir des résultats plus pré
is et/ou en untemps plus réduit que l'appro
he Qua.Si. standard.� En six, nous étudierons et proposerons à une extension possible à Qua.Si. pour les équationsdi�érentielles partielles. En parti
ulier, nous nous attarderons sur les équations du type del'équation de Lapla
e� Dans le septième et dernier 
hapitre, nous étudierons de façon expérimentale les te
hniquesévoquées dans 
e do
ument. Nous étudierons et 
omparerons l'appli
ation de 
es te
hniquesà di�érents problèmes.Le premier sera un problème réel dans le domaine de la produ
tion d'éle
tri
ité. Cet



INTRODUCTION 7exemple permet l'étude, pour un modèle réaliste, du 
omportement des te
hniques desimulations ave
 un nombre relativement important de variables.Le deuxième traitera de l'étude du modèle de Lotka-Volterra, a�n d'étudier les résultatsobtenus en 
as de non-linéarité du système. Ces deux expérien
es nous permettrontde dis
uter des qualités et défauts des méthodes dans le 
as d'équations di�érentiellesordinaires.En�n, nous allons 
omparer l'appli
ation de l'appro
he Qua.Si. à l'équation de Lapla
eave
 l'utilisation de Monte-Carlo pour la simulation de 
e modèle. Nous y verronsainsi les performan
es respe
tives des deux méthodes dans le 
as d'un problème simpled'équations di�érentielles partielles.



Première partieEtat de l'art de la simulation enprésen
e d'in
ertitude



Chapitre 1La simulation de systèmes dynamiques
ontinus en absen
e d'in
ertitudeLa formalisation mathématique d'un système 
ontinu 
onsiste en l'utilisation de variablesréelles dé�nissant l'état et un système d'équations di�érentielles dé�nissant le modèle. Simulerle système dynamique revient alors à résoudre le système d'équations di�érentielles. Ce qui nousdonne alors l'évolution des variables d'état au 
ours du temps, dé�nissant le 
omportementdu système dynamique [Lue79℄.On peut distinguer deux types d'équations di�érentielles : les équations di�érentielles ordi-naires et les équations di�érentielles partielles. Un rappel de la notion d'équation di�érentielleordinaire va être fait a�n de mieux voir le parallèle ave
 les équations di�érentielles partielles.1.1 Les équations di�érentielles ordinaires1.1.1 Introdu
tion au 
on
eptDé�nition 1.1 - Equations di�érentielles ordinairesLes équations di�érentielles ordinaires (que nous appellerons ODE par la suite) sont des équationsde la forme [Doi99℄) : F (yn=;yn�1=; : : : ;y0;t) = 0 (1.1)où F est une fon
tion donnée de n+2 arguments, t est la variable indépendante, y est la variabledépendante, 
'est à dire que t 7! y = y(t) est une fon
tion et yi= désigne la dérivée i-ème de
ette fon
tion. L'ordre de 
ette fon
tion est le plus grand n tel que la dérivée n-ème apparaisseexpli
itement dans l'équation.Résoudre l'équation 
onsistera don
 à en trouver toutes les fon
tions solutions, 
'est-à-diretoutes les fon
tions t 7! y(t) qui satisfont (1.1) ; 
es fon
tions seront supposées n fois dérivablessur leurs domaines. Le terme ordinaire porte sur le fait que les fon
tions in
onnues sont fon
tionsd'une seule variable.



LA SIMULATION DE SYSTÈMES DYNAMIQUES CONTINUS EN ABSENCED'INCERTITUDE 10Une équation de la forme yn= = G(yn=;yn�1=; : : : ;y0;y;t) (1.2)est une équation en forme normale. Si l'on introduit les variables dépendantes y1 = y; y2 =y0; : : : ; yn = y(n�1)=, nous obtiendrons le système d'ODE du premier ordre équivalenty01 = y2y02 = y3: : :y0n = G(yn;yn�1; : : : ;y2;y1;t)Par exemple, dans le 
as d'un problème d'ordre 2 de la formed2ydt2 (t) = f �t;y(t);dydt (t)� (1.3)il su�ra d'applique la substitutiony(t) = y1(t) et dydt (t) = y2(t). (1.4)Ce qui nous donnera le système ( dy1dt = y2dy2dt = f(t;y1;y2)Nous aurons don
 plusieurs fon
tions à résoudre, 
elles-
i pouvant dépendre les unes desautres. Nous appellerons don
 fon
tion solution les fon
tions à résoudre à l'intérieur du sys-tème d'équations di�érentielles. Celles-
i seront dénotées dans la plupart des équations par yii = 1; : : : ;n. La plupart des systèmes dynamiques évoluant au 
ours du temps, la variable indé-pendante du système sera don
 souvent le temps, dénoté par t. Les équations seront don
 de laforme dyidt = : : :Pour alléger les é
ritures, nous dénoterons, sauf 
as parti
ulier de formulation, dyidt par _yi.Dans notre 
as, les système d'ODE à résoudre seront sous forme de problèmes aux 
onditionsinitiales (aussi appelés problèmes de Cau
hy). Il nous faut nous assurer que les équations soientrésolvables et admettent une solution unique. Un problème de Cau
hy est de la forme :( _y = f(t;y(t))y(t0) = y0où y0 2 Rn représente la 
ondition initiale du ve
teur y.L'existen
e et l'uni
ité de la solution est garantie par le théorème suivant (énon
é dans le
as où n = 1) :



LA SIMULATION DE SYSTÈMES DYNAMIQUES CONTINUS EN ABSENCED'INCERTITUDE 11Théorème 1.1Pour tout t 2 domaine de t et pour tout y 2 R qui satisfait la 
ondition de Lips
hitz [MF99℄, alorsle problème de Cau
hy ( _y = f(t;y(t))y(t0) = y0a une solution unique y(t) = y(t;y0) 2 C1 pour tout t 2 domaine de t.Un exemple de problème de Cau
hy (pour n = 2) est le système di�érentiel os
illant suivant :_y1 = y2 y1(0) = 9_y2 = �y1 y2(0) = 4 (1.5)0 � t � 10dont la solution des deux fon
tions solutions est donnée par les graphes de la �gures 1.1 et 1.2.
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Fig. 1.1 � Solution du système os
illant (1.5) (y1 et y2 en fon
tion de t)1.1.2 Résolution numérique des ODEIl est rare d'avoir à sa disposition un moteur très performant de 
al
ul symbolique pourrésoudre 
es systèmes en un temps a

eptable. De plus, 
ertaines équations ne sont pas en-
ore résolvable ave
 
et outils. La 
omplexité de 
al
ul que provoque la résolution de systèmesd'équations di�érentielles né
essite don
 l'utilisation de méthodes numériques.Si le problème est posé sous forme d'un système d'ODE, il su�ra d'appliquer la méthode à
ha
une des ODE 
omposant le système.
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Fig. 1.2 � Solution du système os
illant (1.5) dans l'espa
e d'étatNous allons introduire dans 
ette se
tion deux des méthodes les plus 
onnues, à savoir laméthode d'Euler et les méthodes de Runge�Kutta [MF99℄. Il est intéressant de dé
rire 
es deuxméthodes 
ar la méthode d'Euler sera utilisée pour la résolution par arithmétique a�ne (voir lase
tion 3.2.2) et les méthodes de Runge-Kutta sont souvent 
onsidérées 
omme un bon 
ompro-mis entre pré
ision et rapidité du 
al
ul.La méthode d'EulerCette méthode est la plus simple à implémenter et permet de mieux 
omprendre les méthodesplus avan
ées mais possède 
omme désavantage que l'erreur générée augmente au fur et à mesurede l'avan
ement de l'algorithme. Elle 
onsiste en la génération d'un ensemble de points, utiliséspour approximer la solution de l'équation. Cette méthode est dé
rite plus en détail dans l'annexeA.1. Voi
i un résumé dans le 
as d'un ODE d'ordre n = 1Soit [a; b℄ l'intervalle sur lequel nous voulons résoudre la solution au problème _y = f(t;y)ave
 y(a) = y0. Divisons ensuite l'intervalle [a; b℄ en M sous-intervalles égaux et prenons lespoints tk = a+ kh pour k = 0;1; : : : ;M où h = b� aM . (1.6)La valeur h est appelée le pas. Il faut ensuite résoudre approximativement_y = f(t;y) sur [t0;tM ℄ ave
 y(t0) = y0. (1.7)Il su�ra d'itérer la formule suivante pour obtenir les points approximant la 
ourbe de la fon
tion



LA SIMULATION DE SYSTÈMES DYNAMIQUES CONTINUS EN ABSENCED'INCERTITUDE 13solution : tk+1 = tk + h; yk+1 = yk + hf(tk;yk) pourk = 0;1; : : : ;M � 1. (1.8)Les méthodes de Runge�KuttaLa parti
ularité des méthodes de Runge�Kutta (RK) est d'utiliser plusieurs évaluations dela fon
tion f(t;y) et d'augmenter sa pré
ision si on augmente le nombres d'évaluations de f . Cesméthodes se basent également sur le développement en séries de Taylor de la fon
tion solution.On dira qu'une méthode de RK est d'ordre o lorsque l'on fait en sorte que les 
oe�
ients,jusqu'à l'ordre o du développement de Taylor de la fon
tion à résoudre sont égaux à 
eux de lafon
tion appro
hée [Fau99℄. La méthode d'ordre 4 en est une des plus populaires.La méthode RK d'ordre 4 
onsistera à utiliser l'approximation suivante à 
haque pas d'ité-ration : yk+1 = yk + h(f1 + 2f2 + 2f3 + f4)6 (1.9)ave
 f1 = f(tk;yk) (1.10)f2 = f(fk + h2 ;yk + h2 f1) (1.11)f3 = f(fk + h2 ;yk + h2 f2) (1.12)f4 = f(tk + h;yk + hf3) (1.13)1.2 Les équations di�érentielles partielles1.2.1 Introdu
tion au 
on
eptDé�nition 1.2Les équations di�érentielles partielles (appelées par la suite PDE) sont, à l'opposé des ODE, deséquations dont les fon
tions ont plus d'une variable indépendante. De façon similaire aux ODE, leséquations sont de la formeF ��n��xnn ; �n��xn�1n �xn�1 ; : : : ; �n�1��xn�2n �xn�3 ; : : : ;�;x1; : : : ;xn� = 0 (1.14)où � est la variable dépendante, fxigi=1:::n est l'ensemble des variables indépendantes. L'ordrede 
ette fon
tion est le plus grand n tel que la dérivée n-ème partielle apparaisse expli
itement dansl'équation.Résoudre l'équation 
onsistera don
 à en trouver toutes les fon
tions solutions, 
'est-à-dire toutes les fon
tions (x1; : : : ;xn) 7! �(x1; : : : ;xn) qui satisfont l'équation (1.14) ; 
es fon
tionsseront supposées n fois dérivables sur leurs domaines.



LA SIMULATION DE SYSTÈMES DYNAMIQUES CONTINUS EN ABSENCED'INCERTITUDE 14On peut distinguer trois 
lasses de PDE : les PDE linéaires, non-linéaires et en�n les PDEquasi-linéaires.Dé�nition 1.3Une PDE linéaire est une équation de la formef1(x1 : : : xn)�n��xnn + : : :+ fk�1(x1 : : : xn)�+ fk(x1 : : : xn) = 0 (1.15)où les fon
tions fi ne dépendent que des variables indépendantes.Dé�nition 1.4Une PDE non-linéaire est une équation de la formef1��n��xnn ; : : : ;�;x1 : : : xn�+ : : :+ fk�1(�;x1 : : : xn) + fk(x1 : : : xn) = 0 (1.16)ave
 les fon
tions fi qui dépendent de la variable dépendante.Dé�nition 1.5Une PDE quasi-linéaire est une équation non-linéaire où les fon
tions fi ne dépendent que desvariables indépendantes et de dérivées d'ordre inférieur à l'ordre de la PDE.Nous nous intéresserons dans 
e do
ument aux PDE quasi-linéaires du se
ond ordre, quiseront don
 de la formea�2��x21 + b �2��x1x2 + 
�2��x22 = f �x1;x2;�; ���x1 ; ���x2� (1.17)où a, b et 
 sont des 
onstantes. On peut les 
lasser en trois types :si b2 � 4a
 < 0, l'équation est quali�ée d'équation elliptique (1.18)si b2 � 4a
 = 0, l'équation est quali�ée d'équation parabolique (1.19)si b2 � 4a
 > 0, l'équation est quali�ée d'équation hyperbolique (1.20)Pour alléger les notations, les PDE seront dénotées à l'avenir par �xi:::xk qui signi�era ladérivée partielle de � par les variables xi à xk.Comme exemples de PDE elliptique, nous avons les équations de Lapla
e, Poisson et Hel-moltz. Rappelons que le Lapla
ien d'une fon
tion u(x;y) est :r2u = uxx + uyy (1.21)
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 les équations suivantes [MF99℄ :r2u = 0 pour l'équation de Lapla
e (1.22)r2u = g(x;y) pour l'équation de Poisson (1.23)r2u+ f(x;y) = g(x;y) pour l'équation de Helmoltz (1.24)Pour les PDE paraboliques, nous avons l'équation de la 
haleur à une dimension [MF99℄ :ut(x;t) = 
2uxx(
;t) (1.25)Un exemple de PDE hyperbolique est l'équation de l'onde [MF99℄ :utt(x;t) = 
2yxx(x;t) (1.26)1.2.2 Résolution numérique des PDEOn peut distinguer 
omme méthode de résolution numérique des PDE les méthodes paréléments �nis [Fau99℄ et les méthodes par di�éren
e �nie. Nous ne parlerons i
i que de 
esdernières.Méthode par di�éren
e �niePour dé
rire 
ette méthode, nous avons tout d'abord besoin d'introduire la notion de di�éren
e-quotient qui 
onsiste à approximer la dérivée d'une fon
tion. En analyse mathématique, il est
onnu que : f 0(x) = limh!1 f(x+ h)� f(x)h (1.27)Nous pouvons don
 en déduire une approximation :f 0(x) � f(x+ h)� f(x)h (1.28)Cependant 
ette dernière ne bonne pas de très bon résultats. Nous pouvons alors imaginer deprendre deux points pour appro
her la dérivée � un à sa gau
he et un autre à sa droite. Nousobtiendrons alors des formules 
entrées. L'ordre de 
es formules sera alors l'ordre de grandeuren O(g(h)) de l'erreur induite par l'approximation.Théorème 1.2 - Formules 
entrées d'ordre O(h2) [MF99℄Si f 2 C3[a; b℄ (appartient aux fon
tions dérivables au moins trois fois dans [a;b℄) et que x � h etx+ h 2 [a; b℄ alors f 0(x) � f(x+ h)� f(x� h)2h (1.29)f 00(x) � f(x+ h)� 2f(x) + f(x� h)h2 (1.30)ave
 une erreur d'ordre O(h2)
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isée, revenons à nos PDE. Les problèmes portant sur des PDEseront des problèmes dont nous 
onnaissons les 
onditions aux bords. Il nous faudra alors ré-é
rireles équations sous forme de di�éren
es-quotients, diviser l'espa
e 
omprenant nos variables enun quadrillage dont les points 
orrespondent aux termes obtenus. Un exemple détaillé est donnédans le 
hapitre 6.Nous aurons alors un système d'équations linéaires qu'il nous faudra résoudre pour obtenir lesvaleurs 
orrespondant aux points. Pour résoudre 
es systèmes d'équations linéaires, nous avonsutilisé les méthodes de Gauss-Seidel, Ja
obi ainsi qu'une méthode itérative par point �xe qui sebase sur une reformulation de la di�éren
e-quotient d'ordre n = 2. Les méthodes de Gauss-Seidelet Ja
obi seront expliquées en profondeur dans les se
tions A.2.1 et A.2.2.



Chapitre 2Représentation de l'in
ertitudeLorsque nous simulerons de manière numérique les systèmes, nous serons 
onfrontés à deserreurs dans les 
al
uls. On peut 
lasser 
es erreur en diverses 
atégories [BdSSdW03℄ :� Erreurs de modélisation : 
e sont les erreurs qui vont être générées lorsque l'on utilise desmodèles mathématiques approximatifs pour représenter un phénomène. Ce sera don
 leserreurs dont la 
ause repose sur la façon de poser le problème.� Erreurs de mesure : 
e sont les erreurs dont la 
ause vient de la présen
e dans le mo-dèle de valeurs provenant de mesures expérimentales. Ces valeurs ne seront alors 
onnuesqu'approximativement à 
ause de l'impré
ision des méthodes de mesure.� Erreurs d'approximation ou de tron
ature : 
e sont les erreurs asso
iées aux pro
essus in�nisen analyse mathématique. 
omme les séries numériques. Nous ne pourrons pas 
al
uler demanière in�nie 
es pro
essus et nous serons obligés de prendre une approximation.� Erreurs d'arrondi : un ordinateur ne peut prendre en 
onsidération qu'un 
ertain nombrede 
hi�res. Par exemple un nombre rationnel peut 
omporter un nombre in�ni de 
hi�resà droite de la virgule.� Erreurs de propagation et génération : 
e sont les erreurs obtenues dans les résultat des opé-rations 
omme 
onséquen
e des erreurs des opérandes. En e�et, nous ferons des 
al
uls surdes nombres appro
hés et les résultats auront une approximation qui sera la 
ombinaisondes erreurs des données de départ.Les deux premiers types d'erreur sont regroupés sus le nom d'erreurs de modélisation, lestrois derniers sous le nom d'erreurs numériques.Dans 
e do
ument, nous nous fo
aliserons sur l'in
ertitude dérivant des erreurs de modélisa-tion. Ce 
hapitre va traiter des méthodes existant pour représenter 
ette in
ertitude et l'intégrerdans la simulation numérique.



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 182.1 Représentation par les probabilitésL'appro
he probabiliste pour la représentation de l'in
ertitude repose sur les notion de va-riable aléatoire et de distribution de probabilités [Pap91℄. Les domaines des variables peuventdis
rets ou 
ontinus. Un exemple de variable aléatoire dis
rète peut être le résultat d'un tiragede dés. Comme exemples de variables aléatoires 
ontinues, nous pouvons prendre la tempéra-ture environnementale ou en
ore le pour
entage d'erreurs de fabri
ations dans une 
haîne deprodu
tion. Nous aurons des variables aléatoires (dis
rètes ou 
ontinues, selon le problème) quimodéliseront les valeurs in
ertaines.Si nous 
onnaissons la distribution de probabilités de la variable aléatoire représentant lesdonnées sur lesquelles nous avons de l'in
ertitude, il nous sera alors possible de traiter 
ettein
ertitude à l'aide d'opérations sur les probabilités fournies par la distribution. Dans le 
as oùnous ne disposons pas de la distribution, mais seulement d'un é
hantillonnage des données, nouspourrons alors utiliser les méthodes d'inféren
e statistique pour estimer les informations man-quantes. Il existe deux grands types de méthodes d'estimation : l'estimation paramétrique etl'estimation non-paramétrique [Bon03a℄.Dans le 
as où nous 
onnaissons la forme de la distribution (p. ex. normale) et un é
hantillonde données mais 
ertains paramètres de la distribution sont in
onnus, il 
onviendra de pro
éderà l'estimation paramétrique.Si nous ne 
onnaissons pas la forme de la distribution de la variable aléatoire, les méthodesà utiliser seront les méthodes d'estimation non-paramétrique.2.2 Représentation par intervallesLorsque nous n'avons au
une information au sujet de la distribution des valeurs possiblesmais que nous disposons de bornes pour 
es mêmes valeurs, l'in
ertitude peut être représentéepar un intervalle sur lequel nous avons la garantie qu'il 
ontiendra la vraie valeur [Moo66℄.Cette garantie est formalisée par la notion d'invariant fondamental de domaine pour lamathématique d'intervalles [FS97℄ :Propriété 2.1Pour toute opération f : Rm ! Rn satisfaisant la 
ondition de Lips
hitz, nous pouvons dé�-nir une extension 
orrespondante, sous forme d'intervalle F : Rm ! Rn, où R est l'extensionaux intervalles de l'ensemble des nombres réels, telle que si le ve
teur d'entrée (x1; : : : ;xm) estin
lus dans l'intervalle déterminé par les valeurs approximatives (X1 : : : ;Xm), alors les quantités(z1; : : : ;zn) = f(x1; : : : ;xm) sont sûrement 
omprises dans l'intervalle dé�ni par les valeurs approxi-matives (Z1; : : : ;Zn) = f(X1; : : : ;Xm).



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 192.2.1 Intervalles 
lassiquesLa représentation par intervalle est une méthode simple et peu 
oûteuse en temps de 
al
ulde représentation de l'in
ertitude. Nous aurons don
 des valeurs de la forme�x = [xinf ; xsup℄ (2.1)où xinf 2 R et xsup 2 R.Au niveau du 
al
ul, les intervalles sont additionnés, soustraits, multipliés de façon à 
e qu'on aitla garantie que l'intervalle qui sera le résultat de l'opération 
ontiendra bien la valeur in
onnuequi est représentée. Ainsi, pour l'addition et la soustra
tion de deux intervalles :�x+ �y = [xinf + yinf ; xsup + ysup℄ (2.2)�x� �y = [xinf � ysup; xsup � yinf ℄ (2.3)Pour plus d'informations, [FS97℄ 
ontient la ré
apitulation de l'adaptation aux intervalles detoutes les opérations 
lassiques en mathématique. Cependant, il 
onvient de modérer 
ette re-présentation par le fait qu'à 
haque opération, l'intervalle obtenu 
ontiendra plus que les valeurs
al
ulées. Nous aurons don
 un a

roissement de l'impré
ision qui deviendra important au �ldes 
al
uls, risquant alors de donner des valeurs 
al
ulées qui ne sont plus d'au
une utilité.2.2.2 Nombres a�nsUne autre façon de représenter les intervalles est le formalisme des nombres a�ns [ACS94,FS97℄. Ce
i est utile lorsque l'on dispose de sour
es multiples d'in
ertitude pour nos données. Deplus, il a été montré [ACS94, FS97℄ que 
ette méthode donne de meilleurs résultats au niveau del'a

roissement de l'impré
ision, la rendant don
 plus adaptée pour les longues séries de 
al
uls.Il 
onvient de pré
iser que 
ela se fera au prix de 
al
uls plus 
omplexes. Ave
 
e formalisme,une valeur in
ertaine � sera représentée sous forme d'un polyn�me :� = x0 + sXi=1 xi"i (2.4)où s est le nombre de sour
es d'in
ertitudes, les "i sont des variables symboliques in
onnuesqui prennent leur valeur dans l'intervalle [�1; 1℄ et les xi des 
oe�
ients réels 
onnus. Chaque"i 
orrespondra à une sour
e d'in
ertitude indépendante et les xi donneront l'importan
e de
ette in
ertitude. On appelle x0 la valeur 
entrale, xi les déviations partielles et les "i lessymboles de bruit [ACS94, FS97℄. Nous noterons l'extension de R en mathématique a�ne R.L'intervalle 
orrespondant au nombre a�n sera don
 un intervalle 
entré sur la valeur 
en-trale, ave
 une taille qui vaudra le double de la somme des déviations partielles. En règle géné-rale, lorsqu'une opération en mathématique a�ne est faite, des 
al
uls sont e�e
tués entre les



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 20déviations partielles qui agissent sur les mêmes symboles d'erreur. Par exemple pour l'addition�soustra
tion de deux nombres a�ns x̂ et ŷ :x̂� ŷ = x0 � y0 + sXi=1(xi � yi)"i (2.5)Si les nombres sur lesquels on travaille n'ont pas les mêmes sour
es d'erreurs ou bien que lesopérateurs utilisés né
essitent l'introdu
tion de nouveaux symboles d'erreur, on aura, 
ommerésultat de 
haque opération, un nombre a�n ave
 plus de 
omposantes que le pré
édent, 
e quientraînera don
 lors de l'implémentation des problèmes d'espa
e mémoire et de temps de 
al
ul.On peut alors diminuer le nombre de symboles d'erreurs en les fusionnant [FS97℄.2.2.3 Intervalle de 
on�an
eNotons en�n que les notions d'intervalle et de probabilité ne sont pas for
ément en oppo-sition. Il est également possible de 
ombiner les probabilités et les intervalles grâ
e à la notiond'intervalle de 
on�an
e : on va asso
ier à l'intervalle une probabilité qui 
orrespondra à la pro-babilité que la variable sur laquelle nous avons de l'in
ertitude est 
ontenue dans l'intervalle.Les opérations sur les intervalles de 
on�an
e seront une 
ombinaison des opérations sur lesprobabilités et sur le formalisme (
lassique ou a�n) utilisé pour représenter l'intervalle.2.3 Représentation par les nombres �ousLa théorie des ensembles �ous (en anglais fuzzy set) a pour but de représenter la notion de
onnaissan
e impré
ise. Par exemple dans le 
as d'une bonbonne de gaz, nous pourrons exprimerla phrase La pression à l'intérieur de la bonbonne est d'à peu près 5 bar par le formalisme p = �ou � est un ensemble �ou 
entré sur 5.Introduisons maintenant les fondements théoriques de la notion d'ensemble �ou [Zad65℄.2.3.1 Théorie des ensembles �ousUn ensemble �ou est une extension du 
on
ept d'ensemble booléen. Soit Y un ensemble 
las-sique d'objets, appelé l'univers dans lequel les éléments génériques sont dénotés par y. L'appar-tenan
e dans un sous-ensemble booléen A de Y peut être vu 
omme une fon
tion 
ara
téristique,ou fon
tion d'appartenan
e �A : Y ! f0;1g telle que (2.6)�A(y) = 1 si y 2 A (2.7)�A(y) = 0 si y 62 A (2.8)f0;1g est appelé l'ensemble de valuation. Si l'ensemble de valuation peut être l'intervalle réel[0; 1℄, A est appelé un ensemble �ou.



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 21Dé�nition 2.1Une �-
oupure de niveau h (0 � h � 1) d'un ensemble �ou A est l'ensemble pré
isAh = fy 2 A;�A � hg. (2.9)Dé�nition 2.2Un ensemble �ou est normalisé si 9yj�A(y) = 1 (2.10)Dé�nition 2.3Un nombre �ou est un sous-ensemble �ou, 
onvexe et normalisé du domaine réel R (�gure 2.1).Notons que �y peut également s'é
rire en m:f:y (pour membership fun
tion). Les deux no-tations sont ren
ontrées dans les �gures de 
e do
ument.Le 
on
ept de nombre �ou est don
 une extension de la notion de nombre réel : il permetl'en
odage de données quantitatives approximatives [KG85℄.
m.f.

0

1

h

y y
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Fig. 2.1 � Un nombre �ou dans le domaine YIntroduisons maintenant la notion de possibilité. Par exemple, �grand(h) quanti�e l'apparte-nan
e d'une personne de taille h à l'ensemble des personnes de grande taille. La valeur �grand(h)quanti�e la possibilité que si un homme mesure une taille h, il appartienne à l'ensemble despersonnes de grande taille. Alors, [Zad78℄�grand(h) = �grand(h) pour tout h 2 H (2.11)



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 22où H = [0; 1℄ est l'ensemble des tailles. De façon générale, �A est appelé la distribution depossibilités asso
iée à l'ensemble A et le prin
ipe possibiliste de Zadeh dit que�A(y) = �A(y) pour tout A,pour tout y 2 A (2.12)
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Fig. 2.2 � Notion �oue de tailleDi�érentes notions peuvent être utilisées pour interpréter la fon
tion �A(y) :1. �-
oupure : Les lignes horizontales de hauteur � 
orrespondent au niveau de possibilité�. La proje
tion de leurs interse
tions ave
 la 
ourbe donne l'intervalle de variation auniveau de possibilité �.2. Degré de possibilité : Pour toute valeur y, la hauteur de la 
ourbe est le degré de lapossibilité que le paramètre donné prenne la valeur y.3. Logique multivaluée : Le degré de possibilité peut être interprété 
omme la valeur devérité de l'assertion La valeur du paramètre est y.L'appro
he des nombres, et don
 des ensembles �ous peut don
 être judi
ieusement utiliséedans le 
as où une appro
he probabiliste n'est pas envisageable, 
omme dans les 
as suivants :1. Les �u
tuations des données ne sont pas de nature sto
hastique mais liées à une 
onnais-san
e impré
ise.2. On ne dispose d'au
une information statistique sur les données.



REPRÉSENTATION DE L'INCERTITUDE 233. La stru
ture d'un modèle probabiliste ne peut être justi�ée ave
 les informations dont ondispose.4. L'estimation (paramétrique ou non-paramétrique) est jugée trop 
oûteuse ou peu �able.2.3.2 Prin
ipe d'extension et opérationsNous avons besoins de 
ertaines notions théoriques pour dé�nir les opérations sur les nombres�ous. La mathématique sur les nombres se base sur le prin
ipe d'extension de Zadeh [Zad65℄.Ce prin
ipe nous donne un méthode générale pour étendre la mathématique 
lassique auxnombres �ous [DP80℄.Soit ' : X1 �X2 � : : :�Xn ! Y une fon
tion réelle de X1 �X2 � : : :�Xn vers l'univers Yde façon à 
e que y = '(x1;x2; : : : ;xn). Le prin
ipe d'extension permet d'induire de n ensembles�ous �xi sur Xi, un ensemble �ou �y sur Y par l'intermédiaire de ' de façon à 
e que :�y(t) = supt='(s1;:::;sn)min (��x1(s1); : : : ;��xn(sn)) (2.13)ou ��y(t) = 0 si '�1 = ; (2.14)où '�1 = 0 est l'image inverse de t, et � �xi est la fon
tion d'appartenan
e de xi (i = 1; : : : ;n).Le prin
ipe d'extension nous fournira don
 une méthode pour 
al
uler la valeur �oue d'unefon
tion �oue, mais 
ela n'est pas possible en pratique à 
ause du nombre in�ni de 
al
uls quiseraient né
essaires.Nous 
onsidérerons i
i le 
al
ul �ou 
omme une extension de la mathématique des intervallesà l'aide de la notion d'�-
oupure. [Ngu78℄ a prouvé que 
al
uler la valeur d'une fon
tion �oueappliquant une �-
oupure d'un niveau générique h (0 � h � 1) sur son image dépend seulementdes �-
oupures de niveaux h des arguments.�yh = ' (�x1; : : : ;�xn)h = ' (�x1h; : : : ;�xnh) (2.15)Nous pourrons alors dé
omposer une opération �oue en plusieurs opérations sur des inter-valles, 
ha
une ayant 
omme arguments les intervalles 
orrespondant aux �-
oupures de mêmeniveau. Les résultats seront alors les �-
oupures du résultat de l'opération �oue. Nous pouvonségalement en déduire qu'un nombre �ou re
tangulaire peut être équivalent à un intervalle.Nous appellerons 
ette méthode basée sur la dis
rétisation par �-
oupures des arguments�ous, la méthode par �-
oupures. Nous ramenons ainsi le problème du 
al
ul �ou à du 
al
uld'intervalles.



Chapitre 3La simulation des systèmes en présen
ed'in
ertitudeDans le 
as d'une équation di�érentielle où tous les paramètres sont 
onnus d'une manièredéterministe, p. ex. si les 
onditions du problème de Cau
hy sont satisfaites, nous obtiendrons
omme solution, l'évolution du système sous forme d'une traje
toire. Par exemple, dans le 
as dusystème (1.1), la solution peut être représentée graphiquement par la traje
toire de la �gure 3.1.
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Fig. 3.1 � Solution d'un système os
illant (traje
toire de y1 en fon
tion de y2)Le but de la simulation ave
 impré
ision sera de simuler l'évolution de la distribution desdiverses traje
toires. Malheureusement, trouver la distribution qui tienne 
ompte d'exa
tement
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toires est parfois irréaliste si le système est fort 
omplexe (p. ex. équation non-linéaire). Il est alors envisageable de dé�nir des méthodes qui fournissent 
omme solution unebonne approximation de la distribution.On désirera également des méthodes limitant la propagation des impré
isions au 
ours dutemps sur lequel on simule le système.3.1 Simulation ave
 probabilités3.1.1 La modélisationSi l'on représente l'in
ertitude par des probabilités, on parlera alors de systèmes d'équationsdi�érentielles sto
hastiques (SDE) pour les modèles mathématiques 
omposés d'ODE aux-quelles on a ajouté des éléments aléatoires. Cependant, la dé�nition de SDE dépend de 
e quel'on entend par dérivées d'un pro
essus sto
hastique. Une notion importante pour 
ela est larégularité [Sob90℄ des fon
tions aléatoires intervenant dans les équation di�érentielles.Si l'on se retrouve ave
 un pro
essus aléatoire très irrégulier, nous avons 
e qui est appelé uneéquation di�érentielle sto
hastique d'Ito. Dans 
es équations, l'in
ertitude des variableset/ou des paramètres est représentée en ajoutant à leur valeur déterministe l'in�uen
e d'unpro
essus aléatoire du type du bruit blan
 et s'exprime 
omme suit. Considérons un paramètreU(t) variant en fon
tion du temps sujet à 
ertaines a
tions aléatoires. Selon Ito, 
ette in
ertitudeest modélisée par U(t) = D(t) + "(t) (3.1)où D(t) est la 
omposante déterministe et où la distribution de probabilités du pro
essus sto-
hastique "(t) est 
onnue.Si le pro
essus aléatoire ren
ontré dans les équations est su�samment régulier on va alorsparler d'équation di�érentielle sto
hastique régulière. Dans 
e 
as, le paramètre in
ertainU est représenté par une variable aléatoire dont la distribution de probabilités est 
onnue. LesSDE dont nous allons parler ensuite seront régulières. Le formalisme d'Ito est typiquementutilisé pour la représentation de systèmes dynamiques sujets à une ex
itation aléatoire qui varierapidement au 
ours du temps, 
e dont nous ne traitons pas dans 
et ouvrage. De plus la théoriesur les SDE d'Ito est plus 
omplexe que 
elle des SDE régulières qui en représentent un 
asparti
ulier [Gar85℄.3.1.2 La résolution du modèleConsidérons la SDE régulière_y = F (y) ave
 y 2 Rn et y(t0) � y0 (3.2)où y0 est une variable aléatoire 
onnue. La solution y(t;y0) du problème sera en
ore un pro
essussto
hastique de densité de probabilités p(y(t;y0)). Une façon très usitée de résoudre les SDE



LA SIMULATION DES SYSTÈMES EN PRÉSENCE D'INCERTITUDE 26régulières est donnée par l'équation de Liouville [Gar85, Sob90℄ qui nous dit que la densité deprobabilités de la solution satisfait :�p(y;t)�t + nXi=1 ��yi [p(y;t)Fi(y)℄ = 0 (3.3)Cela né
essite alors de résoudre une PDE le long d'une traje
toire du système. Ce problème peutêtre 
ontourné en transformant l'équation en une ODEdp(y;t)dt = �p(y;t)divF (y) (3.4)divF (y) = nXi=1 �Fi�yi (3.5)Où div est la divergen
e du système.Soit 
(t) un volume arbitraire de l'espa
e 
ontenant les solutions tel que :
(t+ dt) = fy(t+ dt;y(t)) : y(t) 2 
(t); _y = F (y)g (3.6)On peut alors interpréter la densité de probabilités d'un point dans l'espa
e 
omprenant lasolution par la densité de probabilités des traje
toires du système dynamique passant en 
epoint. De plus, au �l du temps, la densité des traje
toires dépend de la divergen
e, de même quela taille du volume 
(t). Dans le 
as où la divergen
e est nulle, le système est dit 
onservatif.Autrement, il est dit dissipatif.La solution d'une SDE sera alors un pro
essus sto
hastique satisfaisant à la fois l'équation etses propriétés probabilistes. La résolution né
essiterait alors une résolution numérique qui serait
oûteuse en temps de 
al
ul.Un autre façon 
ourante de résolution est la méthode de Monte-Carlo. C'est 
elle qui a étéemployée durant les expérien
es dé
rites dans 
et ouvrage.3.1.3 Simulation par Monte-CarloLa simulation par Monte-Carlo (MC) d'une SDE régulière est 
onstituée de la répétition de
es trois étapes [KK68℄ :1. Un é
hantillonnage aléatoire de la densité de probabilités dans la distribution des 
onditionsinitiales,2. Une série de simulations déterministes utilisant l'é
hantillon 
omme 
onditions initiales,3. La des
ription statistique de l'évolution de la densité de probabilités au moyen des résultatsdes di�érentes simulations.



LA SIMULATION DES SYSTÈMES EN PRÉSENCE D'INCERTITUDE 273.2 Simulation par arithmétique d'intervalles3.2.1 Intervalles 
lassiquesLorsque l'in
ertitude est représentée par un intervalle, la simulation par arithmétique d'inter-valle né
essitera la résolution d'une équation di�érentielle sur intervalle (IDE). Une IDE
onsiste en une ODE dont la valeur des paramètres ou des 
onditions initiales appartiennent àun intervalle. Soit une ODE paramétrique d'ordre m._x = F (x;k1; : : : ;kp); x 2 Rn; x(t0) 2 [x0;inf ; x0;sup℄ ; kj 2 R; kj 2 [kj;inf ; kj;sup℄ ; j = 1; : : : ;p:(3.7)où les 
onditions initiales appartiennent à l'intervalle [x0;inf ; x0;sup℄ et les paramètres in
ertainsprennent leur dans les intervalles [kj;inf ; kj;sup℄. Soit n = m+ p, le système (3.7) peut alors êtreréé
rit sous la forme _y = F (y); y 2 Rn; y(t0) 2 [yinf (t0); ysup(t0)℄ : (3.8)En développant, nous obtenons( _yi = Fi(y) yi(t0) 2 [yi;inf(t0); yi;sup)(t0)℄ xj = yj i = 1; : : : ;m_ym+j = 0 ym+j(t0) 2 [kj;inf (t0); kj;sup(t0)℄ ym+j = kj j = 1; : : : ;poù Nous obtenons alors un système de la forme (3.8) dont les paramètres sont pré
is et oùl'in
ertitude a�e
te seulement les 
onditions initiales.Une solution intervalle de l'IDE (3.8) sera dé�nie par l'ensemble des solutions des ODE dontles 
onditions initiales appartiennent à [yinf (t0); ysup(t0)℄.De façon graphique, l'ensemble des intervalles dé�nissant les 
onditions initiales et les para-mètres formera un hyper
ube de dimension n qui sera appelé région d'in
ertitude du systèmeau moment t = t0. La simulation en utilisant les intervalles 
onsistera à 
al
uler au 
ours dutemps l'évolution de 
ette région.Une appro
he naïve est de résoudre numériquement le système d'IDE, d'une façon analogueà la résolution d'ODE mais où l'on rempla
e les opérateurs sur les nombres réels ren
ontrés dansla méthode numérique (p. ex. Euler). par les opérateurs de la mathématique d'intervalles. Cettete
hnique est simple à implémenter et très peu 
oûteuse en temps de 
al
ul. Malheureusement,l'erreur propagée à 
ause de la né
essité d'avoir les résultats réels des opérations 
ompris dansles intervalles 
al
ulés 
roît très rapidement.Le défaut de la mathématique d'intervalles dérive du fait qu'elle ne sait pas tenir 
omptede l'intera
tion qui est établie entre les variables du système d'équations di�érentielles. Voi
i 
eque nous entendons par intera
tion entre les variables. Dans le 
as n = 2, soient deux variablesy1 et y2 qui prennent leur valeur respe
tivement dans les intervalles I1 et I2, I1 = [A; B℄ etI2 = [C; D℄. Si x1 n'est lié à au
une valeur 
omprise dans I2, alors nous disons que les variablessont non-intera
tives. Dans le 
as 
ontraire où x1 = a implique que x2 prend sa valeur dansun intervalle 
ompris dans I2, nous disons que les variables sont intera
tives.
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BaAFig. 3.2 � Relation entre deux variables x1 2 I1 et x2 2 I2. (a)variables non intera
tives(b)variables intera
tivesPrenons 
omme exemple y 2 I = [�1; 2℄ (3.9)si l'on ne tient pas 
ompte de l'intera
tiony � y 2 [�1; 2℄� [�1; 2℄ = [�3; 3℄ (3.10)alors que la solution exa
te est y � y = 0 = [0; 0℄ (3.11)Don
, si l'on ne tient pas 
ompte de l'intera
tion des valeurs lors des 
al
uls, 
ela entraînel'introdu
tion de traje
toires erronées qui ne 
orrespondent à au
une solution 
orrespondant auxsolutions initiales. La �gure 3.3 illustre bien le problème, représentant l'évolution de l'espa
e dessolutions sur un système os
illant à deux dimensions dans laquelle les régions noires 
ontiennentdes traje
toires erronées.3.2.2 Nombre a�nsPour diminuer la propagation de l'erreur dé
rite dans la se
tion pré
édente, il peut êtreenvisagé d'employer l'arithmétique a�ne. En employant la mathématique a�ne plut�t que lamathématique d'intervalles, les systèmes à résoudre seront de la forme_y = F (y); y 2 Rn; y(t0) = y0(t0) + sXi=1 "iyi(t0) (3.12)où R est l'extension des nombres réels à l'arithmétique a�ne. En développant, nous obtenons( _yi = Fi(y) yi(t0) = y0i (t0) +Psii=1 "iiyiii (t0) i = 1; : : : ;m_ym+j = 0 ym+j(t0) = y0m+j(t0) +Psii=1 "iiyiim+j(t0) j = 1; : : : ;p
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Fig. 3.3 � Introdu
tion de traje
toires erronées dues à la non-intera
tion des variables, dans unsystème os
illantRésoudre numériquement le système d'équations di�érentielles dont l'in
ertitude est sous formede nombre a�ns 
onsistera, de façon similaire aux IDE, à résoudre l'ODE de façon numériquemais en remplaçant les opérateurs des mathématiques sur les réels par leurs homologues enmathématique a�ne.Les simulations e�e
tuées dans l'étude expérimentale ont été réalisées en employant la mé-thode d'Euler pour la résolution du système d'équations di�érentielles.3.3 Simulation par les nombres �ous3.3.1 Equation di�érentielle �oueConsidérons maintenant une équation di�érentielle �oue_y = F (y) y 2 Rn y(t0) � �y(t0) � �0 (3.13)où �0 est la 
ondition initiale �oue dé�nie sur le domaine à n dimensions Y et R est l'extensionaux nombres �ous de l'ensemble des réels.L'équation (3.13) sera interprétée 
omme l'extension de la notion d'ODE 
onformément auprin
ipe (2.13). Et don
, une équation di�érentielle �oue (FDE) sera dé�nie 
omme uneéquation di�érentielle, où 
ertaines 
onditions initiales ou paramètres sont in
ertains et sont



LA SIMULATION DES SYSTÈMES EN PRÉSENCE D'INCERTITUDE 30représentés par des nombres �ous. La solution d'une FDE sera alors l'évolution au 
ours dutemps de la distribution de possibilité par laquelle nous avons représenté l'in
ertitude.Comme vu dans la se
tion 2.3.2, le 
al
ul sur les nombres �ous peut être dé
omposé enplusieurs 
al
uls sur une dis
rétisation des valeurs �oues en leurs �-
oupures, obtenant ainsi les�-
oupures des résultats, ramenant le problème des nombres �ous à un problème de mathéma-tique d'intervalles. Nous ferons de même pour la résolution numérique des FDE : nous 
al
uleronsl'évolution au 
ours du temps des �-
oupures des nombres �ous 
onstituant les 
onditions ini-tiales et les paramètres, obtenant ainsi une su

ession d'IDE à résoudre. La �gure 3.4 nous donneun exemple de résolution de FDE pour deux �-
oupures d'un nombre �ou y.
m.f.
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Fig. 3.4 � Résolution de y(t) pour deux �-
oupures de y3.3.2 Simulation possibiliste vs. simulation probabilisteLa simulation par MC est l'appro
he la plus 
ommune dans le 
as où l'on utilise un modèleprobabiliste. Cependant, dans le 
as où l'on ne ne dispose que d'informations non-probabilistessur le système à simuler, on peut remarquer que la tendan
e à utiliser également MC estgrande [Fis91℄.Malheureusement une simulation par MC pose le risque d'obtenir 
omme solution une dis-tribution qui ne tient pas 
ompte des traje
toires qui 
orrespondent à des 
onditions initiales etdes valeurs de paramètres qui sont peu probables mais tout à fait possibles. Il y a don
 le risqueave
 MC de rater 
ertaines traje
toires qui pourraient s'avérer importantes [Bon03b℄.Ce
i est parti
ulièrement important dans les problème de déte
tion de défauts ou bien lavéri�
ation qu'un système répond bien à 
ertaines 
onditions 
ritiques. Il peut s'avérer que la
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ontrer un défaut ou bien de se retrouver dans des 
onditions 
ritiques soitpro
he de zéro mais que la possibilité de les ren
ontrer soit signi�
ativement supérieure à zéro.



Chapitre 4Simulation qualitative ave
 l'appro
heQua.Si. (Qualitative Simulator)Nous allons parler i
i de l'appro
he Qua.Si. (Qua.Si. tient pour Qualitative Simulator) [BB94,Bon96℄ qui va servir de base aux méthodes proposées dans le 
hapitre 5.Qua.Si est une méthode pour la simulation d'équations di�érentielles �oues basée sur laméthode des �-
oupures. Cependant, 
omme vu dans la se
tion 3.2.1, l'appro
he par intervallespourrait entraîner l'explosion de l'in
ertitude de la solution. Ce problème de propagation etd'a

roissement d'in
ertitude a été évité en le traitant 
omme un problème d'optimisation surplusieurs variables, ave
 
ontraintes. La qualité des résultats fournis par 
ette méthode est don
alors 
omparable ave
 la qualité des résultats d'une méthode d'optimisation 
ontinue pour unproblème non linéaire multivarié.4.1 Re
her
he des extrema en tant que problème d'optimisationSoit �0 les 
onditions initiales �oues re
tangulaires d'une FDE. Introduisons la notion derégion d'in
ertitude. Si n = 2, la région d'in
ertitude initiale (pour t = t0) sera dé�nie graphi-quement par le re
tangle déterminé par les points dont les 
oordonnées sont obtenues en prenantles extrémités des deux intervalles 
onstituant les 
onditions initiales re
tangulaires. Pour n = 3,la région d'in
ertitude initiale sera dé�nie graphiquement par un parallélépipède. En règle géné-rale, la région d'in
ertitude initiale sera dé�nie graphiquement par un hyper
ube de dimensionn. Pour t = t�, la région d'in
ertitude sera dé�nie par la région limitée par les points solutionsen t = t� de la FDE aux 
onditions initiales �oues re
tangulaires. La �gure 4.1 illustre 
ettenotion pour n = 2.Il a été prouvé dans [BB94℄ qu'il su�t de 
al
uler à 
haque instant les points 
onstituant lasurfa
e externe de la région d'in
ertitude pour obtenir l'évolution au 
ours du temps de 
etterégion. Il nous reste à trouver les points 
onstituant 
ette surfa
e externe. L'idée proposée dans[Bon96℄ que le problème peut être amené à un problème d'optimisation 
ontinue. Trouver la
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Fig. 4.1 � Région d'in
ertitude en t0 et en t�solution numérique de notre équation 
onsistera à trouver pour 
haque instant t� le minimum etle maximum des variables d'état yi. Nous devrons alors minimiser et maximiser à 
haque instantt� les fon
tions yi(t�;y0). Un algorithme d'optimisation multivariée ave
 
ontraintes pourra alorsêtre utilisé pour trouver les extrema des fon
tions yi(t�;y0) où t� est �xé et y0 est la valeur surlaquelle l'algorithme d'optimisation va jouer. La valeur y0 sera 
ompris dans les limites de lasurfa
e externe de la région in
ertaine initiale.Il est intéressant d'ajouter que dans le 
as d'ODE linéaires, il est su�sant de 
onnaîtrel'évolution des extrémités de la région d'in
ertitude initiale pour 
onnaître les extrémités del'évolution temporelle de 
ette région [Coo92℄.4.2 L'algorithmeLes performan
es d'un algorithme d'optimisation multivariable ave
 
ontraintes peuvent êtreaméliorées en donnant 
omme input additionnel le gradient de la fon
tion à minimiser (nousentendons i
i par fon
tion la 
ombinaison des fon
tions solutions du système). Dans notre 
as,il faudra fournir les dérivées au temps t� de yi en 
onsidération de y0. Obtenir 
es dérivées estpossible grâ
e à la notion de matri
e de 
onne
tion exposée dans [Moo66℄ dé
rite 
ommesuit.Soit y(t;y0) le ve
teur solution du système d'équations_y = F (y); y 2 Rn; y(t0) 2 [yinf (t0); ysup(t0)℄ : (4.1)où y est une �-
oupure de la fon
tion �oue à simuler. La matri
e de 
onne
tion pour la solutiony(t;y) est dé�nie 
omme suit par la matri
e C(t;y0) ave
 les éléments :Cij = �yi(t;y)�yj ����y=y0 (4.2)
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e Ja
obienne du ve
teur fon
tion évalué en y(t;y0) ave
 les éléments :Jij(t;y0) = �Fi(y)�yj ����y=y0 (4.3)[Moo66℄ a démontré que �C(t;y0)�t = J(t;y0)C(t;y0) (4.4)ave
 C(t0;y0) est la matri
e identité. La matri
e de 
onne
tion va nous donner la sensibilité des
omposantes de la solution en fon
tion de faibles 
hangements des 
onditions initiales. En asso-
iant le système d'équations ave
 l'ensemble des équations provenant de la matri
e de 
onne
tion,nous obtenons un système augmenté donnant les relations à 
haque instant t� entre les yi et lesvaleurs des dérivées en fon
tion de la 
ondition initiale. La 
ombinaison donne alors la valeurainsi que le gradient de la fon
tion à minimiser (ou maximiser).La pro
édure de minimisation (ou maximisation) fon
tionnera 
omme suit :1. La routine d'optimisation 
hoisit un y0 de la surfa
e externe de la région initiale d'in
er-titude.2. La routine de résolution numérique prend y0 
omme 
ondition initiale et retourne la valeurde y(t�;y0) ainsi que du gradient.3. L'algorithme s'arrête si la routine d'optimisation 
onsidère y(t�;y0) 
omme un minimum(ou maximum), sinon une nouvelle valeur de y0 est 
hoisie en fon
tion des valeurs dey(t�;y0) et du gradient.La �gure 4.2 donne un exemple de l'évolution de la surfa
e extérieure de la région d'in
er-titude. On y voit bien l'utilité de la re
her
he des extrema. La 
ondition initiale donnant leminimum pour une 
omposante peut très bien se retrouver au milieu de la 
omposante de lasurfa
e.La table 4.1 nous donne l'algorithme Qua.Si. en pseudo-
ode.Soit n le nombre de variables d'état8 t�, t� allant de l'instant de départ à l'instant �nal8 variable yiyimin(t�) = 1yimax(t�) = �18 
omposante y0j de la surfa
e externe de la région initiale, j 2 f1 : : : 2ngyijmin(t�) = min(fyi(t�;y0)g) j y0 2 y0j et yi(t�;y0) est une solution du systèmeyijmax(t�) = max(fyi(t�;y0)g) j y0 2 y0j et yi(t�;y0) est une solution du systèmeyimin(t�) = min(yimin(t�),yijmin)yimax(t�) = max(yimax(t�),yijmax)Tab. 4.1 � Qua.Si. en pseudo-
ode
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rivant l'appro
he Qua.Si. a été implémenté en Matlab 1 [Bon96℄.Le programme utilise 
omme pro
édure de résolution de système d'ODE, la fon
tion ode23de Matlab qui 
orrespond à l'appli
ation d'une méthode de Runge-Kutta.La routine d'optimisation est la fon
tion d'optimisation ave
 
ontraintes 
onstr fournie ave
Matlab. Si la taille du problème le permet, le programme qui implémente l'algorithme o�re lapossibilité de diminuer les risques de trouver un extremum lo
al éloigné de l'extremum globalen lançant une ou trois fois par étape du programme la routine d'optimisation. Cela peut s'avé-rer utile lorsque les valeurs extrêmes sont di�
iles à trouver, 
omme nous le verrons dans lase
tion 7.2.1 ou en
ore dans le 
as où des ODE du système sont linéaires.Dans le 
as où un seul appel à 
onstr est employé, la routine re
evra 
omme point dedépart pour les indi
es d'é
hantillonnages de la 
ondition initiale le 
entre de la 
omposantey0j 
ourante. Si trois appels sont e�e
tués, après avoir trouvé un résultat ave
 le 
entre de la
omposante externe, 
onstr re
evra, 
omme point de départ pour les indi
es d'é
hantillonnagesde la 
ondition initiale, 
ha
une des extrémités de la 
omposante y0j 
ourante à 
ha
un des deuxappels restants.Nous dénoterons respe
tivement par un appel et 3 appels 
es deux possibilités d'exé
utionde l'algorithme.4.4 Vue 
ritique4.4.1 Aspe
ts positifs� L'algorithme tient 
ompte de l'intera
tion entre les variables (se
tion 4.1, 3.2.1), la régionsolution ne 
ontiendra au
une traje
toire ne 
orrespondant pas à une solution du systèmed'ODE� Dans le 
as où les valeurs trouvées par l'algorithme d'optimisation sont les extrema globaux,nous obtenons les bonnes valeurs pour déterminer les points de la surfa
e externe de larégion d'in
ertitude.� L'erreur par rapport aux vraies solutions ne dépend plus de la méthode mais des outilsnumériques employés4.4.2 Aspe
ts négatifs� La qualité des solutions dépend de 
elle de la routine d'optimisation� Dans le 
as ou les valeurs trouvées par l'algorithme d'optimisation sont des extrema lo
aux,la région trouvée 
omme solution ne 
ontiendra pas toutes les traje
toires.1. http://iridia.ulb.a
.be/~gbonte/software/Quasi/Quasi.html
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al
ul : elle né
essite une quantité exponentielleen le nombre de variable d'états d'appels à la routine d'optimisation, qui va elle-mêmeappeler plusieurs fois la pro
édure de résolution d'ODE. De plus 
es appels seront faitsà 
haque instant t�, don
 au plus l'algorithme progressera d'une étape sur l'intervalle detemps sur lequel on fait le 
al
ul, plus la résolution d'ODE prendra du temps et don
 aussil'optimisation.



Deuxième partieApports au domaine



Chapitre 5Extension de l'appro
he Qua.Si. ave
des méthodes sto
hastiquesd'optimisationCe 
hapitre propose d'améliorer Qua.Si en ajoutant des méthode sto
hastiques d'optimisationà l'algorithme, de façon à poursuivre deux buts :1. Faire en sorte que l'algorithme d'optimisation trouve des valeurs plus pro
hes des extremaglobaux en lui fournissant des meilleures valeurs de départ.2. A

élérer l'exé
ution en évitant de par
ourir un nombre exponentiel de 
omposantes de lasurfa
e externe de la région d'in
ertitude.De façon résumée, la pro
édure se fera en deux grandes parties1. On re
her
he de bonnes 
onditions initiales de départ en lançant une méthode sto
hastiquede simulation, non basée sur les gradients des équations.2. Pour 
haque instant, pour 
haque variable d'état, on minimise et maximise la résolutiondu système en donnant, 
omme valeur de départ, à la routine d'optimisation basée sur lesgradients les 
onditions initiales trouvées à l'étape pré
édente.Les méthodes d'optimisation sto
hastiques envisagées i
i sont une re
her
he aléatoire im-plémentée par Monte-Carlo et une autre par Simulated Annealing. De plus, le 
anevas utilisépourrait être réutilisé en employant d'autres méthodes. On peut envisager d'employer un al-gorithme inspiré d'autres heuristiques (re
her
he taboue, re
her
he lo
ale, re
her
he guidée parméthodes d'apprentissage,. . . ).5.1 Monte-CarloDans 
ette se
tion, nous allons e�e
tuer une re
her
he aléatoire par MC avant de faire lasimulation ave
 optimisation, nous appellerons la 
ombinaison des deux parties Qua.Si.+MC.
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onsistera à la re
her
he des 
onditions initiales, pour 
haque t�, qui nousdonnent, pour 
ha
une de variables d'état, des 
onditions initiales pro
hes de 
elles qui peuventfournir les valeurs extrêmes. Nous é
hantillonnerons alors, de façon uniforme dans l'intervallequi les 
ontient, les 
onditions initiales y0. A 
haque é
hantillonnage, nous fournirons les valeursqui ont été tirées au hasard à la routine de résolution numérique d'ODE. Nous allons ensuite
omparer, pour 
haque variable yi, 
ha
un des yi(t�;y0) 
onstituant la traje
toire 
al
ulée ave
ŷi(t�;ŷ0t�;i) donnant le minimum 
ourant trouvé pour t� et ave
 �yi(t�;�y0t�;i) donnant le maximum
ourant trouvé pour t�. Si nous obtenons des valeurs améliorant respe
tivement le minimum oubien le maximum de la variable yi, nous les sauverons respe
tivement 
omme nouveau minimumou maximum 
ourant, de même que la 
ondition initiale 
orrespondante. Pour borner inférieure-ment la qualité des 
onditions initiales obtenues, avant de pro
éder aux é
hantillonnages, nousallons résoudre l'ODE en prenant de façon déterministe les 
onditions initiales : nous fournironsà la pro
édure de résolution les extrémités des 2n 
omposantes de la surfa
e d'in
ertitude ini-tiale. De plus, 
ela nous permettra d'obtenir les valeurs exa
tes si le système simulé 
ontient deséquations linéaires [Coo92℄.En résumé, la méthode 
onsistera à fusionner entre elles les traje
toires qui ont été trouvées.La région d'in
ertitude qui 
onstitue la solution est déterminée ŷi et �yi.A la �n de la partie MC, nous obtiendrons alors pour 
ha
un des t�, pour 
ha
une des variablesd'état yi, des valeurs de départ à fournir à l'algorithme d'optimisation qui seront relativementpro
hes des extrema globaux. De plus, 
es 
onditions initiales se trouvent déjà dans la bonne
omposante de la surfa
e d'in
ertitude. Nous n'aurons alors plus besoin d'e�e
tuer les 2n appelspar variable d'état, par instant, à la pro
édure d'optimisation. La tables 5.1 et 5.2 montrentrespe
tivement le pseudo-
ode de l'algorithme pour la partie MC et la partie optimisation baséesur les gradients.Nous aurons également besoin d'un paramètre supplémentaire à 
onsidérer : le nombre d'é
han-tillonnages qui va être e�e
tué. Il va falloir le 
hoisir de façon à avoir un bon rapport qua-lité/vitesse d'exé
ution pour le 
al
ul des nouveaux points de départ de l'optimisation.
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Soit n le nombre de variables d'état8 yi 8 t�ŷi(t�;ŷ0t�;i) =1�yi(t�;�y0t�;i) = �18 extrémité y0 de la surfa
e initiale8 yi yi(t�;y0) la solution numérique du système pour y08 t� si yi(t�;y0) < ŷi(t�;ŷ0t�;i) (On améliore le minimum)ŷi(t�;ŷ0t�;i) yi(t�;y0)ŷ0t�;i  y0sinon si yi(t�;y0) > �yi(t�;�y0t�;i) (On améliore le maximum)�yi(t�;�y0t�;i) yi(t�;y0)�y0t�;i  y0répétertirer y0 de façon aléatoire uniforme dans la région d'in
ertitude8 yi yi(t�;y0) la solution numérique du système pour y08 t� si yi(t�;y0) < ŷi(t�;ŷ0t�;i) (On améliore le minimum)ŷi(t�;ŷ0t�;i) yi(t�;y0)ŷ0t�;i  y0sinon si yi(t�;y0) > �yi(t�;�y0t�;i) (On améliore le maximum)�yi(t�;�y0t�;i) yi(t�;y0)�y0t�;i  y0renvoyer �ŷ0	 et ��y0	 Tab. 5.1 � Pseudo-
ode de la partie MC
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Soit n le nombre de variables d'étatSoient �ŷ0	 et ��y0	 fournis par l'optimisation non basée sur les gradients8 t�, t� allant de l'instant de départ à l'instant �nal8 variable yiyimin(t�) = 1yimax(t�) = �1Donner ŷ0t�;i 
omme point de départ de la routine d'optimisationyijmin(t�) = min(fyi(t�;y0)g) j y0 2 y0j et yi(t�;y0) est une solution du systèmeDonner �y0t�;i 
omme point de départ de la routine d'optimisationyijmax(t�) = max(fyi(t�;y0)g) j y0 2 y0j et yi(t�;y0) est une solution du systèmeyimin(t�) = min(yimin(t�),yijmin)yimax(t�) = max(yimax(t�),yijmax)Tab. 5.2 � Pseudo-
ode de la partie d'optimisation basée sur les gradients
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her
he aléatoire pour trouver des valeurs appro-
hant les extrema des fon
tions solutions, nous proposons employer une méthode 
onçue pourtrouver les extrema des fon
tions, d'où l'idée d'employer une méthode sto
hastique spé
ialiséedans la minimisation de fon
tions. Supposons que 
ette dernière fon
tionne bien et que la rou-tine d'optimisation, basée sur les gradients, de la se
onde partie est fort sensible à la qualité des
onditions initiales qui lui sont fournies 
omme point de départ. Nous pouvons espérer a

élérerle temps de 
al
ul de l'optimisation et nous aurons une meilleure qualité des valeurs trouvées.Comme 
ela, nous aurons une 
ouverture plus grande des traje
toires. Parmi de telles méthodessto
hastiques, on nous nous fo
aliserons sur la méta-heuristique Simulated Annealing (quenous dénoterons SA).5.2.1 Introdu
tion à Simulated AnnealingLe nom de 
ette méta-heuristique provient de la te
hnique de re
uit en physique des maté-riaux [MRR+53℄. Le but de 
ette te
hnique est de trouver les états d'énergie minimale d' objetsqui sont passés de l'état liquide à solide. En phase liquide, les atomes sont répartis de façonaléatoire, mais si l'on passe rapidement de l'état liquide à solide, les atomes resteront dans lemême 
on�guration. Or une fois solidi�é, on risque d'être dans une 
on�guration à haute énergie,donnant des tensions à l'intérieur de l'objet qui pourront être sour
es de défauts. Pour remédierà 
ela, l'état d'énergie minimale va être trouvé en re
uisant l'objet puis en le laissant refroidirtrès lentement, de façon à 
e que les atomes aient le temps de se retrouver dans une 
on�gurationd'énergie minimale [MRR+53℄.Il est montré dans [Cer85, KGV83℄ que l'on peut faire l'analogie à l'optimisation de fon
tions.Les di�érents états de l'objet représentent les solutions a

eptables du problème et l'énergie
orrespond à la fon
tion à minimiser. L'algorithme général de SA pourrait être dé
rit 
ommesuit :1. On applique un algorithme de des
ente.2. Une fois arrivé à un minimum lo
al, on essaye d'en sortir en prenant une solution au hasard,selon une distribution de Boltzmann.3. On garde une valeur appelée Température (T ).4. A intervalles réguliers (de taille L), on multiplie la température par un 
oe�
ient (�) dedé
roissan
e.5. On répète le pro
essus.Voi
i quelques détails supplémentaires. La distribution de Boltzmann est donnée par :e��FT (5.1)où �F vaut la variation de la fon
tion solution entre deux itérations. Comme vu dans le point 4,T va suivre une dé
roissan
e géométrique par paliers. Ces paliers auront une taille L. Nous
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haque palier, on modi�e Tselon T  �T (0 < � < 1). Il nous reste à parler des paramètres à fournir. Il faut 
hoisir �et L de façon judi
ieuse en fon
tion de la taille du problème. T0 est trouvé de façon à 
e quee�<�F>T0 = � . < �F > vaut la variation moyenne de F obtenue par simulation, et � est le tauxd'a

eptation moyen initial des solutions plus mauvaises. En�n, il nous faut une bonne taillepour le voisinage sur lequel é
hantillonner les valeurs. Le tout nous donne le pseudo-
ode de latable 5.3.T  t0Soit une valeur initiale x�F̂ =1répéterSoit le 
ompteur 
pt, 
pt  0répéterPrendre de façon aléatoire x dans le voisinage de x��F  F (x)� F (x�)si �F < 0 (On améliore la traje
toire pré
édente)x�  x (On met à jour le voisinage)si F (x) < F̂ alors F̂  F (x) (On améliore la fon
tion à minimiser)sinon si random(0,1) < e��FT alors x�  x (On met à jour le voisinage)
pt 
pt+ 1tant que 
pt < LT  �Ttant que le 
ritère d'arrêt n'est pas ren
ontréTab. 5.3 � Pseudo-
ode général pour SA pour la minimisation de fon
tionsIl nous reste à parler de la 
ondition d'arrêt : on peut imaginer d'arrêter l'algorithme aprèsun 
ertain nombre d'é
hantillonnages, lorsque l'amélioration de la fon
tion est inférieure à une
ertaine quantité ou bien en
ore, plus spé
i�quement à SA, lorsque l'on n'a pas amélioré lafon
tion durant un 
ertain nombre de paliers (le système est alors gelé).Une 
ara
téristique intéressante est que l'algorithme SA peut être vu 
omme un ensemble de
haînes de Markov homogènes pouvant être ramenée à une seule 
haîne de Markov inhomogènequi 
onverge, sous 
ertaines 
onditions, asymptotiquement vers le minimum global de la fon
tionà minimiser [MRSV86℄.
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ation à notre problèmeL'algorithme de SA, dans sa forme générale, ne nous 
onvient pas pour rempla
er MC 
ommepartie préliminaire à la partie d'optimisation. Nous allons don
 nous inspirer de SA de façon àobtenir, de façon é
onomique en temps de 
al
ul, des 
onditions initiales pro
hes. En e�et, lebut i
i n'est pas de rempla
er la routine d'optimisation mais de trouver une heuristique qui defaçon plus intéressante que MC. Le pseudo-
ode de la démar
he expliquée dans 
ette se
tion setrouve dans les tables 5.5 et 5.6.Tout d'abord, similairement à MC, pour borner inférieurement la qualité des résultats etpour obtenir dire
tement les bonnes valeurs en 
as d'équations linéaires, nous allons résoudre leséquations en prenant 
omme 
onditions initiales les extrémités des 
omposantes externes de larégion initiale d'in
ertitude [Coo92℄.Nous allons ensuite allier à l'idée de fusion des traje
toires la gestion des voisinages.Nous allons e�e
tuer des 
omparaisons pour 
haque variable d'état, à 
haque instant, simi-lairement à MC. 
omme l'heuristique développée i
i s'inspire de SA, il va falloir e�e
tuer enplus les tests sur la distribution de Boltzmann. Les 
omparaisons et les tests se font à l'aidede 
onditions initiales tirées au sort dans le voisinage d'un point dans la région d'in
ertitudeinitiale. Le problème va se poser sur la gestion de 
e voisinage. En e�et, dans le 
anevas généralde SA, trois 
as sont possibles à l'issue des 
omparaisons et des test :1. La valeur x tirée au sort donne une valeur de F (x) meilleure que F (x�) où x� est le 
entredu voisinage 
ourant ; lors de la pro
haine itération, 
ette même valeur x va devenir le
entre du nouveau voisinage.2. La valeur tirée au sort donne un moins bon résultat et le test de Boltzmann nous dit deprendre 
ette valeur 
omme 
entre du voisinage de l'itération suivante.3. La valeur tirée au sort donne un moins bon résultat et le test de Boltzmann nous dit degarder le même voisinage.Dans le problème qui nous intéresse, après avoir résolu l'équation di�érentielle ave
 la 
ondi-tion initiale tirée au sort, on peut se retrouver dans di�érentes situation pour la traje
toire quia été 
al
ulée et la 
ondition initiale 
orrespondante :1. La traje
toire yi(t) en 
ertains points peut être meilleure que la traje
toire pré
édente�yi(t). Ces points feront alors partie de la traje
toire �yi(t) lors de la pro
haine itération. Ilva falloir prendre 
omme nouveau 
entre de voisinage la 
ondition initiale 
orrespondantà 
ette traje
toire.2. La traje
toire générée yi(t) est en 
ertains points moins bonne que la traje
toire pré
édente�yi(t) mais le test de Boltzmann nous dit de prendre malgré tout la 
ondition initiale
orrespondante 
omme pro
hain 
entre de voisinage.3. La traje
toire générée yi(t) est en 
ertains points moins bonne que la traje
toire pré
édente�yi(t) mais le test de Boltzmann nous dit de garder l'an
ien voisinage.
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ertains points de la traje
toire, il nous faudra don
 
hanger de voisinage, et pour d'autresnous devrons le 
onserver.Pour résoudre 
e problème et rester le plus pro
he possible de l'algorithme de base de SA, ilnous faudrait alors garder pour 
haque variable d'état yi, pour 
haque instant t�, un voisinage ete�e
tuer un tirage au sort et une résolution d'équation di�érentielle pour 
ha
un. Cela serait alorsdispendieux en temps et né
essiterait le sto
kage des informations sur 
ha
un de 
es intervalles.Pour éviter 
ela, l'heuristique présentée i
i va se 
ontenter de 
onserver pour 
haque variabled'état les moments où l'on a 
hangé de voisinage et les instants où l'on a gardé le voisinage. Celasera représenté dans le pseudo-
ode par les ensembles ~ti et �ti qui 
orrespondent respe
tivementaux instants de la variable d'état yi pour lesquels on va prendre un nouveau voisinage et lesinstants de la variable d'état yi pour lesquels on va garder le même voisinage. A 
haque itérationde l'algorithme, nous aurons alors deux voisinages par variable d'état. L'an
ien voisinage dontle 
entre est dénoté par �yi0 et le nouveau dont le 
entre est dénoté par ~yi0.Nous avons deux voisinages. Nous obtiendrons don
 deux traje
toires après la résolution nu-mérique d'équation di�érentielle. Cependant, nous ne devrons 
omparer qu'une seule traje
toireave
 la traje
toire �yi(t) obtenue à l'itération pré
édente. Nous devrons don
 re
onstituer 
ettetraje
toire à partir de la résolution du système d'ODE pour 
ha
une des deux 
onditions initialesf~y0g et f�y0g. Nous prendrons alors les points 
orrespondant aux instants tels qu'ils sont dansles ensembles ~ti et �ti.Il est à noter que nous n'aurons jamais deux voisinages qui 
oïn
ident, 
omme le 
entre duvoisinage à l'itération suivante est la 
ondition initiale de l'itération 
ourante. Cependant, nouspouvons nous retrouver, par exemple dans le 
as d'équations linéaires, ave
 un ensemble ~ti ou �tivide. Il ne sera alors né
essaire que d'e�e
tuer une seule résolution d'équation di�érentielle.Prenons un exemple ave
 une seule variable pour illustrer le 
on
ept. Supposons que nousdevons traiter les instants t = 1 : : : 8. Les 
omparaisons et les tests nous ont donné la situationsuivante : on va prendre la valeur qui a été tirée au sort pour les instants 1, 3 et 7 et on vagarder l'an
ien 
entre de voisinage pour les instants 2, 4, 5, 6 et 8. Nous aurons don
 ~t = f1;3;7get �t = f2;4;5;6;8g. Cette situation est illustrée par la �gure 5.1 dans le 
as d'une re
her
he duminimum, ave
 une seule variable. Notons que sur l'exemple présenté, �y(t) = ŷ(t) pour t = 5et t = 6 et que l'on a trouvé une valeur meilleure que le minimum 
ourant ŷ(t) en t = 7 (leminimum 
ourant va alors être mis à jour).Passons à l'itération suivante. Une fois f~yg et f�yg 
al
ulés, la traje
toire va être re
onstituéeave
 les points de f~yg 
orrespondant aux instants 1, 3 et 7 (l'ensemble ~t) et les points de f�yg
orrespondant aux instants 2, 4, 5, 6 et 8 (l'ensemble �t). Cette situation est illustrée par la�gure 5.2. Notons que, 
omme y(t) = �y(t) ,entre autres, pour les instants 
onsé
utifs 4,5 et 6,les deux 
ourbes sont 
onfondues sur l'intervalle de temps [4; 6℄.Nous pouvons en�n e�e
tuer les 
omparaisons et les tests pour trouver une meilleure solutionet établir le nouveau voisinage (
f. �gure 5.3).Nous allons 
omparer les points de la traje
toire yi ave
 les points de �yi (la traje
toire
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Fig. 5.1 � Traje
toire 
ourante y(t), traje
toire pré
édente �y(t) et 
ourbe du minimum 
ourantŷ(t), à l'itération ktrouvée lors de l'itération pré
édente) et e�e
tuer la fusion de 
e deux traje
toires. Pour 
ha
undes nouveaux points de la nouvelle traje
toire �yi, il nous faut véri�er si 
eux-
i n'améliorent pasles meilleures valeurs trouvées (ŷi pour la re
her
he du minimum, et �yi pour la re
her
he dumaximum). Pour les points qui donnaient une valeur moins bonne que 
elle trouvée à l'itérationpré
édente, nous allons e�e
tuer les tests ave
 la distribution Boltzmann. Nous pourrons ainsiétablir pour quels points garder l'an
ien voisinage et pour lesquels prendre le nouveau voisinage.La solution de l'équation qui va être trouvée sera i
i en
ore la région d'in
ertitude délimitéepar ŷi et �yi.Il reste à donner quelques pré
isions sur le pseudo-
ode :� Lors de l'initialisation des variables pré
édant les itérations des re
her
hes du minimumet du maximum, pour avoir un résultat 
ohérent, il faut que pour tout yi, l'un des deuxensembles soit vide : on ne peut avoir d'instant t� appartenant aux deux ensembles, et latraje
toire à 
onsidérer lors de la première itération ne proviendra que d'un seul voisinage.� Les �yi(t�) 
orrespondent à la valeur de la variable d'état yi à l'instant t� lors de l'itérationpré
édente.� T est la température 
ourante du système. Toutes les L itérations, sa valeur sera multipliéepar le paramètre de simulation �.
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Fig. 5.2 � Re
onstitution de la traje
toire à 
omparer, à l'itération k + 1.� Similairement à MC (se
tion 5.1), les ŷi(t�) et les �yi(t�) 
orrespondent respe
tivement auxminima et maxima trouvés.� Similairement à MC (se
tion 5.1), les ŷ0 et les �y0 
orrespondent respe
tivement aux 
ondi-tions initiales donnant les minima et les maxima.� La re
her
he des 
onditions initiales à fournir à l'algorithme d'optimisation de la se
ondepartie du pro
essus se fera de la façon résumée dans la table 5.2.� Le raisonnement va nous donner le pseudo-
ode des tables 5.4, 5.5 et 5.6 qui 
orrespondentrespe
tivement au pseudo-
ode de l'initialisation de 
onditions initiales aux extrémités dela surfa
e, à la re
her
he d'un minimum a

eptable et la re
her
he du maximum a

eptable.L'utilité du 
ode la la table 5.4 sera, 
omme pour MC, de borner inférieurement la qualitédes 
onditions initiales qui seront fournies à l'optimisation. Il su�ra par la suite d'appliquerle 
ode de la table 5.2La 
ondition d'arrêt serait i
i l'a

omplissement d'un 
ertain nombre d'é
hantillonnages oubien de paliers, l'obje
tif n'est pas de trouver le minimum mais une valeur relativement pro
he.Nous aurons don
, 
omme paramètres à fournir, la température initiale pour le minimum, latempérature initiale pour le maximum, le 
oe�
ient de dé
roissan
e, la taille des paliers, la tailledu voisinage dans lequel é
hantillonner et en�n le nombre d'é
hantillonnages à e�e
tuer. Dansle 
as où la simulation du minimum se 
omporte di�éremment de la simulation du maximum
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Fig. 5.3 � Traje
toire 
ourante y(t), traje
toire pré
édente �y(t) et 
ourbe du minimum 
ourantŷ(t), à l'itération k + 1en termes de qualité de solution, on pourrait envisager de prendre des paramètres di�érentspour 
ha
une des deux parties. Nous avons don
 un nombre élevé de paramètres à fournir quipeuvent in�uer sur la proximité entre les 
onditions initiales trouvées par l'algorithme et 
ellesdonnant les extrema des fon
tions. Le réglage des 
es paramètres rend don
 déli
ate l'utilisationde l'algorithme, 
e qui 
ontraste fort ave
 l'utilisation de MC où l'on ne doit se sou
ier que dutemps que va prendre la simulation. Il faut également ajouter que pour avoir la températureinitiale du système, on a besoin de 
onnaître la variation moyenne de la fon
tion. Il 
onviendradon
 de faire une simulation préalable ave
 une autre méthode (MC par exemple) si on ne 
onnaîtpas 
ette valeur.
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Soit n le nombre de variables d'état8 yi 8 t�ŷi(t�;ŷ0t�;i) =1�yi(t�;�y0t�;i) = �18 extrémité y0 de la surfa
e initiale8 yi yi(t�;y0) la solution numérique du système pour y08 t� si yi(t�;y0) < ŷi(t�;ŷ0t�;i) (On améliore le minimum)ŷi(t�;ŷ0t�;i) yi(t�;y0)ŷ0t�;i  y0sinon si yi(t�;y0) > �yi(t�;�y0t�;i) (On améliore le maximum)�yi(t�;�y0t�;i) yi(t�;y0)�y0t�;i  y0Tab. 5.4 � Pseudo-
ode de l'initialisation pré
édant l'optimisation par SA



EXTENSION DE L'APPROCHE QUA.SI. AVEC DES MÉTHODES STOCHASTIQUESD'OPTIMISATION 51
8 yi, 8 t�, ŷi(t�) =1, �yi(t�) =18 yi On 
hoisit aléatoirement ~yi dans l'intervalle et �yi  ~yi8 yi, 8 t�, t� 2 ~ti et t 62 �tiRépéter8 variable yi du système
hoisir ~yi0 0 aléatoirement dans le voisinage de ~yi0
hoisir �yi0 0 aléatoirement dans le voisinage de �yi0f~yig8i  la solution numérique du système pour �~yi0 0	8if�yig8i  la solution numérique du système pour ��yi0 0	8i8 variable yi du systèmeyi  �yi(t)jt 2 ~ti 	 [ f �yi(t)jt 2 �ti g~t ; et �t ;8 variable yi du système8 t� si yi(t�) <�yi(t�) (On améliore la traje
toire pré
édente)�yi(t�) = yi(t�) (On met à jour la traje
toire 
ourante)ŷi(t�) min (yi(t�);ŷi(t�)) (On améliore le minimum 
ourant)~ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le nouveau voisinage)sinonOn tire q au hasard entre 0 et 1�y  jyi(t�)��yi(t�)jsi q � e� j�yjT alors ~ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le nouveauvoisinage)sinon alors �ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le voisinage qui ne
hange pas)~yi0  yi0 (On met à jour le nouveau voisinage)On met T à jour multipli
ation par � toutes les L itérationsArrêt si on ren
ontre les 
ritères de terminaisonrenvoyer �ŷ0	 Tab. 5.5 � Pseudo-
ode pour la re
her
he du minimum
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8 yi, 8 t�, �yi(t�) = �1, �yi(t�) = �18 yi On 
hoisit aléatoirement ~yi dans l'intervalle et �yi  ~yi8 yi, 8 t�, t� 2 ~ti et t 62 �tiRépéter8 variable yi du système
hoisir ~yi0 0 aléatoirement dans le voisinage de ~yi0
hoisir �yi0 0 aléatoirement dans le voisinage de �yi0f~yg8i  la solution numérique du système pour �~yi0 0	8if�yg8i  la solution numérique du système pour ��yi0 0	8i8 variable yi du systèmeyi  �yi(t)ijt 2 ~t 	 [ f �yi(t)ijt 2 �t g~t ; et �t ;8 variable yi du système8 t� si yi(t�) >�yi(t�) (On améliore la traje
toire pré
édente)�yi(t�) = yi(t�) (On met à jour la traje
toire 
ourante)�yi(t�) max (yi(t�); �yi(t�)) (On améliore le maximum 
ourant)~ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le nouveau voisinage)sinonOn tire q au hasard entre 0 et 1�y  jyi(t�)��yi(t�)jsi q � e� j�yjT alors ~ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le nouveauvoisinage)sinon alors �ti ( t� (L'instant t� doit être utilisé ave
 le voisinage qui ne
hange pas)~yi0  yi0 (On met à jour le nouveau voisinage)On met T à jour multipli
ation par � toutes les L itérationsArrêt si on ren
ontre les 
ritères de terminaisonrenvoyer ��y0	 Tab. 5.6 � Pseudo-
ode pour la re
her
he du maximum
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ŷi(t�) Le minimum 
ourant de la variable d'état yi, à l'instant t��yi(t�) Le maximum 
ourant de la variable d'état yi, à l'instant t�ŷ0t�;i La 
ondition initiale minimisant la variable d'état yi, à l'instant t��y0t�;i La 
ondition initiale maximisant la variable d'état yi, à l'instant t�~yi0 Le 
entre du voisinage 
ourant, pour la variable d'état yi�yi0 Le 
entre du voisinage pré
édent, pour la variable d'état yi~yi0 0 La 
ondition initiale tirée au sort dans le voisinage 
ourant, pour lavariable d'état yi�yi0 0 La 
ondition initiale tirée au sort dans le voisinage pré
édent, pour lavariable d'état yi~ti L'ensemble des instants t� pour lesquels on doit prendre le nouveau voi-sinage, pour la variable d'état yi�ti L'ensemble des instants t� pour lesquels on doit prendre le voisinagepré
édent, pour la variable d'état yi�yi(t�) La valeur de la variable d'état yi sur la traje
toire pré
édente, au point
orrespondant à l'instant t�Tab. 5.7 � Légende pour les algorithmes du 
hapitre 5



Chapitre 6Simulation qualitative des PDE, ave
l'appro
he Qua.Si.Ce 
hapitre a pour but d'étendre l'appro
he Qua.Si. aux PDE où les paramètres et/ou les
onditions aux bords sont exprimés par des nombres �ous.La résolution déterministe des PDE déterministes est plus 
omplexe que la résolution desODE pour les raisons suivantes :� La présen
e de plusieurs variables indépendantes va provoquer une diversité de typesd'équations auxquels 
orrespondront des te
hniques parti
ulières de résolution numérique.� Les problèmes aux 
onditions initiales des ODE sont rempla
és par des problèmes ave
 des
onditions au bord, 
omme nous allons travailler sur au moins deux dimensions.En ajoutant de l'in
ertitude, sous forme de nombres �ous, aux PDE, nous allons nous retrou-ver ave
 des problèmes dont 
ha
une des 
onditions aux bords est représentée par un nombre�ou. Pour pouvoir résoudre 
es PDE �oues, il nous faudra exprimer 
es valeurs �oues sous formed'�-
oupure a�n de pouvoir 
al
uler les �-
oupures des solutions de la PDE.Appliquer l'appro
he Qua.Si. aux PDE va 
onsister à, en plus de gérer les variables d'état
omposant la PDE, utiliser la routine d'optimisation non plus pour 
haque instant mais pour
haque variable indépendante de l'équation à résoudre. Comme nous allons utiliser une méthodede di�éren
e-�nie pour e�e
tuer la résolution numérique, en pratique nous allons devoir e�e
tuerla minimisation et la maximisation, pour 
ha
une des variables d'état 
onstituant le modèle duproblème, pour 
ha
un des points 
onstituant le quadrillage par lequel le domaine des variablesindépendantes a été dis
rétisé.En raison de la diversité de formes que peuvent prendre les ODE, nous allons nous fo
aliserdans 
e 
hapitre sur les PDE elliptiques, et en parti
ulier sur les équations 
omportant l'opérateurr , à savoir les équations de Lapla
e, Poisson et Helmoltz.
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tion 1.2.1) : r2u = 0 pour l'équation de Lapla
e (6.1)r2u = g(x;y) pour l'équation de Poisson (6.2)r2u+ f(x;y) = g(x;y) pour l'équation de Helmoltz (6.3)ave
 r2u = uxx + uyy (6.4)Nous pourrons employer la méthode de di�éren
e-�nie dans le 
as où toutes les 
onditionsinitiales aux bords sont 
onnues. Dans le 
as où nous avons deux variables indépendantes, lesbords peuvent être représentés par un re
tangle délimité en abs
isses par l'intervalle [xmin; xmax℄et en ordonnées par l'intervalle [ymin; ymax℄. Connaître les 
onditions aux bords 
onsistera alorsà 
onnaître la fon
tion u(x;y) (et les fon
tions f(x;y) et/ou g(x;y) pour Poisson et/ou Helmoltz)sur les 
�tés du re
tangle délimité par les points :(xmin; ymin) ; (xmin; ymax) à gau
he(xmin; ymin) ; (xmax; ymin) en bas(xmax; ymin) ; (xmax; ymax) à droite(xmin; ymax) ; (xmax; ymax) en haut6.1.1 Résolution d'équations similaires à l'équation de Lapla
eNous allons utiliser des di�éren
es-quotients d'ordre 2 pour approximer les dérivées se
ondespartielles en x et y.De la se
tion 1.2.2, nous avonsf 00(x) � f(x+ h)� 2f(x) + f(x� h)h2 (6.5)et don
 uxx � u(x+ h;y)� 2u(x;y) + u(x� h;y)h2 (6.6)uyy � u(x;y + h)� 2u(x;y) + u(x;y � h)h2 (6.7)r � u(x+ h;y) + u(x� h;y) + u(x;y + h) + u(x;y � h)� 4u(x;y)h2 (6.8)



SIMULATION QUALITATIVE DES PDE, AVEC L'APPROCHE QUA.SI. 56Pour résoudre nos équations, il nous faudra alorsu(x+ h;y) + u(x� h;y) + u(x;y + h) + u(x;y � h)� 4u(x;y)h2 = 0 (6.9)pour l'équation de Lapla
eu(x+ h;y) + u(x� h;y) + u(x;y + h) + u(x;y � h)� 4u(x;y)h2 = g(x;u) (6.10)pour l'équation de Poissonu(x+ h;y) + u(x� h;y) + u(x;y + h) + u(x;y � h)� 4u(x;y)h2 = g(x;u) � f(x;y)u (6.11)pour l'équation de HelmoltzTraçons maintenant la grille dans le re
tangle auquel appartiennent x et y, dont les pointssont répartis uniformément :� xi+1 = xi + h pour i = 1; : : : ;n� 1 et xi�1 = xi � h pour i = 2; : : : ;n� yj+1 = yj + h pour j = 1; : : : ;m� 1 et yj�1 = yj � h pour j = 2; : : : ;mtels qu'un des deux 
�tés du re
tangle soit de longueur mh et le se
ond de taille nh. Utilisonsla notation ui;j pour u(xi;yj). Nous obtenons alorsui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;jh2 = 0 (6.12)pour l'équation de Lapla
eui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;jh2 = gi;j (6.13)pour l'équation de Poissonui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;jh2 = gi;j+1 � fi;jui;j (6.14)pour l'équation de Helmoltzqui nous donnent des formules de di�éren
e à 5 points. Nous pouvons en déduire la relationqui existent entre la valeur ui;j, ave
 ses quatre voisins et éventuellement les fon
tions f et g.ui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;j = 0 (6.15)pour l'équation de Lapla
eui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;j = (gi;j)h2 (6.16)pour l'équation de Poissonui+1;j + ux�1;y + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;j = (gi;j+1 � fi;jui;j)h2 (6.17)pour l'équation de HelmoltzSupposons que nous 
onnaissons les valeurs u(x;y) sont 
onnues aux bords de la grille dure
tangle. u(x1;yj) = u1;j pour 2 � j � m� 1 (à gau
he) (6.18)u(xi;y1) = ui;1 pour 2 � i � n� 1 (en bas) (6.19)u(xn;yj) = un;j pour 2 � j � m� 1 (à droite) (6.20)u(xi;ym) = ui;m pour 2 � i � n� 1 (en haut) (6.21)
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ha
un des points intérieurs de la grille, nous obtenons unsystème linéaire de (n� 2)� (m� 2) équations à (n� 2)� (m� 2) in
onnues qu'il nous su�rade résoudre pour trouver les valeurs des points intérieurs. Il sera possible de résoudre le systèmeen utilisant les méthodes itératives de Gauss-Seidel et de Ja
obi (
f. se
tions A.2.1 et A.2.2).Pour éviter le sto
kage du système d'équations, il existe une méthode itérative inspirée dela résolution d'équations par point �xe. On pourrait ré-é
rire les formules de di�éren
e de façonitérative. Nous obtiendrons alors les équations sous la forme itérativeui;j = ui;j + ri;j (6.22)ave
 ri;j = ui+1;j+ux�1;y+ui;j+1+ui;j�1�4ui;j4 pour l'équation de Lapla
e (6.23)ri;j = ui+1;j+ux�1;y+ui;j+1+ui;j�1�4ui;j�h2gi;j4 pour l'équation de Poisson (6.24)ri;j = ui+1;j+ux�1;y+ui;j+1+ui;j�1�(4�h2fi;j)ui;j�h2gi;j4�h2fi;j pour l'équation de Helmoltz (6.25)Comme nous avons un formule itérative, il nous faut attribuer une valeur de départ aux valeursde u pour les points intérieurs du re
tangle. Elle sera donnée en prenant la moyenne arithmétiquedes 2n+ 2m� 4 
onditions sur les bords du re
tangle [MF99℄.6.2 Appli
ation aux PDE �ouesDans 
ette 
ette se
tion, nous nous attarderons sur les PDE �oues et dis
uterons de l'utili-sation de l'appro
he Qua.Si. dans le 
as spé
i�que évoqué en 6.1.6.2.1 Les PDE �ouesConsidérons une équation di�érentielle partielle �oueF ��m��xmm ; �m��xm�1m �xm�1 ; : : : ; �m�1��xm�2n �xm�3 ; : : : ;�;x1; : : : ;xm� = 0 (6.26)fx1; : : : ;xmg 2 D 2 Rm � 2 Rn�bord(x1; : : : ;xm) � ��(fbord(x1; : : : ;xm)) � �bord(x1; : : : ;xm) 8 bord de Doù � La région délimitée par les domaines des variables dépendantes x1; : : : ;x2 est dénotée parD.� f�bord(x1; : : : ;xm)g8bord est l'ensemble des 
onditions �oues sur les bords de D.� Les 
omposantes de f�bordg8bord sont 
ha
une dé�nies sur le domaine à n dimensions de �L'équation (6.26) sera interprétée 
omme l'extension de la notion de PDE 
onformément auprin
ipe (2.13). Et don
, une équation di�érentielle partielle �oue sera dé�nie 
omme unePDE, où 
ertaines 
onditions aux bords ou paramètres sont in
ertains et sont représentés par



SIMULATION QUALITATIVE DES PDE, AVEC L'APPROCHE QUA.SI. 58des nombres �ous. La solution de la PDE �oue sera alors l'évolution dans D des distributionsde possibilités sur les bords de D.Comme vu en 2.3.2, nous pourrons dé
omposer les 
al
uls né
essaires à la résolution des PDE�oues en la su

ession des résolutions de la PDE en prenant les �-
oupures des distributions depossibilités sur les bords de D. Pour résoudre numériquement les PDE �oues en utilisant uneméthode de di�éren
e-�nie, il faudra prendre les �-
oupures des distributions de possibilités surles bords, à 
ha
un des points qui vont être utilisés pour dis
rétiser D. Nous obtenons ainsi, pourtoute �-
oupure, un intervalle asso
ié à 
ha
un des points utilisés pour dis
rétiser les bords deD. Revenons à notre exemple. Si nous prenons des 
onditions aux bords �oues pour l'équationde Lapla
e, nous obtiendrons r2u = 0 u 2 R (6.27)u(x;y) � �u(fgau
he(x;y)) � �gau
he(x;y) pour x = xmin et ymin � ymax (6.28)u(x;y) � �u(fbas(x;y)) � �bas(x;y) pour xmin � xmax et y = ymin (6.29)u(x;y) � �u(fdroite(x;y)) � �droite(x;y) pour x = xmax et ymin � ymax (6.30)u(x;y) � �u(fhaut(x;y)) � �haut(x;y) pour xmin � xmax et y = ymax (6.31)où D est dé�ni par le re
tangle délimité par les points (xmin; ymin), (xmax; ymin), (xmin; ymax)et (xmax; ymax).Comme nous allons résoudre l'équation par une méthode di�éren
e-�nie, nous allons dis
réti-ser le re
tangle D en un quadrillage de la façon exposée en 6.1.1. Nous 
onnaissons les 
onditions�oues aux bords de D.u(x1;yj) � �u(x1;yj) � �1;j pour 2 � j � m� 1 (à gau
he) (6.32)u(xi;y1) � �u(xi;y1) � �i;1 pour 2 � i � n� 1 (en bas) (6.33)u(xn;yj) � �u(xn;yj) � �n;j pour 2 � j � m� 1 (à droite) (6.34)u(xi;ym) � �u(xi;ym) � �i;m pour 2 � i � n� 1 (en haut) (6.35)où �i;j est la valeur �oue de u aux points xi et yj.Prenons maintenant une �-
oupure de niveau l. Résoudre u pour le niveau l 
onsistera àtrouver les �-
oupures de niveau l des points intérieurs de D, en fon
tion des �-
oupures deniveau l des 
onditions �oues aux bords de D. Dans la se
tion 6.2.2, nous proposerons uneméthode permettant de trouver les �-
oupures des points intérieurs de D.6.2.2 L'appro
he Qua.Si. pour la résolution de PDE �ouesSupposons que nous 
onnaissons les 
onditions aux bords de D, pour une PDE du se
ondordre. Nommons u la variable dépendante à résoudre et x et y les variables indépendantes. Soientm et n les deux dimensions du quadrillage utilisé pour la résolution par di�éren
e-�nie.
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oupures de 
es 
onditions aux bords ou bien dans le 
as de nombres �ousre
tangulaires, nous obtiendrons des intervalles 
orrespondant aux valeurs que peut prendre usur les bords de D. Notre but sera de trouver les intervalles 
orrespondant aux valeurs que peutprendre u dans les points intérieurs de D.Pour trouver les extrémités des intervalles asso
iés aux points de u, il nous faudra faire lare
her
he du minimum et du maximum de la fon
tion u pour 
ha
un des points du quadrillagedu re
tangle D. Il ne nous faudra don
 plus résoudre l'équation pour tout t� 
omme pour lesODE, mais bien pour tout x�i ave
 i = 1; : : : ;n et pour tout y�j ave
 j = 1; : : : ;m. L'algorithmed'optimisation utilisé re
her
hera alors les extrema de u. En pratique, il 
her
hera à minimiseret maximiser pour tout x�i et pour tout y�j la valeur en (x�i ; y�j ) de la fon
tion résolue en utilisantles méthodes exposées en 6.1.1.La table 6.1 nous donne le 
anevas de la résolution d'une �-
oupure d'une PDE �oue duse
ond ordre, ou la résolution d'une PDE �oue re
tangulaire du se
ond ordre, ave
 une seulevariable dépendante u.8 x�i , i = 1; : : : ;n8 y�j , j = 1; : : : ;mumini�;j� = 1umaxi�;j� = �1umini�;j� = min (fui�;j�(u1;j ;ui;1;un;j;ui;m)g) j ui�;j�(u1;j ;ui;1;un;j ;ui;m) est une solutionde la PDEumaxi�;j� = max (fui�;j�(u1;j ;ui;1;un;j;ui;m)g) j ui�;j�(u1;j ;ui;1;un;j;ui;m) est une solutionde la PDE Tab. 6.1 � Qua.Si. pour les PDE6.2.3 Remarques et 
onsidérationsL'extension proposée i
i est assez restri
tive. En e�et, nous ne voyons i
i que l'appli
ationde la méthode Qua.Si pour une problème simple 
omposé d'une seule équation, ave
 une seulevariable.La résolution par di�éren
es-�nies employées i
i est limitée à un seul type de PDE. En e�et,résoudre des PDE plus 
omplexes ou bien des systèmes de PDE aurait né
essité le développementd'un algorithme plus général de résolution. Le développement d'une telle méthode né
essite des
onnaissan
es avan
ées en 
al
ul numérique. En e�et, l'utilisation de di�éren
es-�nies né
essitela résolution d'un système linéaire d'équations. Or, 
ertaines méthodes de résolution de systèmeslinéaires risquent de ne pas bien fon
tionner ou bien d'être inadaptées à 
ause de la forme de lamatri
e dé�nissant le système.La 
omplexité engendrée par l'utilisation des PDE et leur résolution par di�éren
es-�nies
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hé de prendre en 
onsidération les gradients. L'utilisation de fon
tions à plus d'unevariable pose problème au niveau des dérivées partielles du gradient et l'emploi des di�éren
es-�nies 
omplique la 
ompréhension de la forme du gradient. L'utilisation d'une méthode d'opti-misation basée sur les gradients aurait alors permis une plus grande rapidité et une plus grandepré
ision.Toujours à propos du gradient, la notion de matri
e de 
onne
tion utilisée en 4.2 devra êtremodi�ée pour gérer l'ajout de dimensions qu'entraîne la résolution de PDEUne autre di�
ulté entraînée par l'utilisation de fon
tions à plusieurs variables se situe auniveau de la surfa
e extérieure d'in
ertitude. Le problème réside dans le 
as où le nombre devariables d'état est supérieur à 1. Il faut en e�et étudier la né
essité de minimiser et maximiserla fon
tion sur toutes les 
omposantes de la surfa
e extérieure d'in
ertitude. Un autre problèmeréside dans l'implémentation s'il y a plus d'une variable d'état. Si toutes les 
omposantes doiventêtre 
onsidérées, il faut en prendre en 
onsidération pour toute variable d'état, 
haque variableindépendante de la PDE.



Chapitre 7Simulations réaliséesPlusieurs systèmes dynamiques où les 
onditions initiales et/ou paramètres sont in
ertains etdé
rits de manière non-probabiliste ont été simulés ave
 les outils dé
rits jusqu'i
i. Cela a permisla 
omparaison des performan
es ainsi que la validation éventuelle des améliorations apportéesà Qua.Si. dans le 
adre des ODE. En parti
ulier, nous avons 
omparé les résultats obtenus parl'utilisation des méthodes de simulation par� arithmétique a�ne� MC� Qua.Si.� Qua.Si+MC� Qua.Si+SA. La méthode de simulation par arithmétique a�ne utilise la méthode d'Euler pour résoudrenumériquement l'équation dé
rivant le système. Une méthode de Runge-Kutta a été employéepour la résolution numérique utilisées dans les autres méthodes de simulation d'ODE (MC,Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA) étudiées dans 
e 
hapitre.Pour la résolution des systèmes modélisés par des équations di�érentielles partielles, une
omparaison a été e�e
tuée entre l'utilisation des méthodes de MC et de 
elle dé
rite dans 6.1pour l'équation de Lapla
e7.1 Modèle de la température de transformateurs de 
ourantLe premier modèle qui va être étudié est 
elui de la température des transformateurs à baind'huile. Plus d'informations ainsi que des référen
es à sujet sont dans [Pro99℄.7.1.1 Des
ription du problèmeLa prote
tion thermique des transformateurs à bain d'huile minérale des sous-stations d'ap-provisionnement en 
ourant est d'importan
e 
ritique pour les systèmes éle
triques. En e�et, en
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as de panne, les 
onséquen
es seraient importantes tant au niveau é
onomique que dans l'imagede l'entreprise vi
time de la panne, vis à vis du 
onsommateur. Pour 
ela, il est né
essaire d'es-timer la 
apa
ité de 
hargement des transformateurs. Cela né
essite de pouvoir évaluer de façon
orre
te les températures des régions 
haudes du 
entre ou du sommet des bobines ainsi quede 
elle de la surfa
e de l'huile, a�n de véri�er si elles sont plus basses qu'un seuil maximala

eptable de température. Intéressons nous à 
elle des zones 
haudes. Elle peut être évaluéeselon le modèle en 7.1.2 à partir des hausses ultimes de température de la surfa
e d'huile etdes régions 
haudes émergées. Celles-
i sont respe
tivement 
al
ulables grâ
e à la hausse éva-luée de température au-delà de la température ambiante ainsi que le taux de perte de 
hargeaux bran
hements et la hausse évaluée de température des régions 
haudes émergées. De plus,
es valeurs sont valables pour un 
ertain pro�l de 
harge du transformateur, pondérées par des
onstantes de temps et sont également sous l'in�uen
e de la méthode de refroidissement utiliséeet des 
hangements de résistan
e lors des variations de 
harge [Pro99℄.Le problème est que 
ertaines de 
es valeurs sont in
ertaines. Cette in
ertitude ayant poursour
e la sur
harge, le vieillissement et en�n la toléran
e aux 
ontraintes du système [GIVV02℄.De plus, 
ette in
ertitude est 
onnue de façon non-probabiliste.7.1.2 Le modèle mathématiqueSelon [Pro99℄, la température des zones 
haudes au 
entre ou au sommet des bobines peutêtre modélisée par le système suivant :8>>>><>>>>: �TO d�TOdt = [�TO;U +�A℄��TO�H d��Hdt = ��H;U ���H��TO;U = ��TO;R h I2l R+1R+1 iq��H;U = ��H;RI2mloù :� ��TO;U = la hausse ultime de température à la surfa
e de l'huile,� ��TO;R = la hausse évaluée de température à la surfa
e de l'huile par rapport à la tem-pérature ambiante,� ��H;U = la hausse ultime de température des zones 
haudes émergées,� ��H;R = la hausse évaluée de température des zones 
haudes émergées,� �TO = une 
onstante de temps pour pour l'augmentation en surfa
e de l'huile,� �H = une 
onstante de temps pour pour l'augmentation aux zones 
haudes,� IL = la 
harge 
ourante normalisée à 
elle évaluée,� R = la proportion de 
harge évaluée perdue aux bran
hements,� m = un exposant dérivé empiriquement, dépendant de la méthode de refroidissement,� q = un exposant dérivé empiriquement, dépendant des 
hangements de résistan
e lors desvariations de 
harge.
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her
hons (la température des zones 
haudes) est donnée par lasomme �TO +��H .7.1.3 L'expérien
eLa simulation a été e�e
tuée pour les deux pro�ls de IL, utilisés dans [GIVV02℄. le premier
orrespond à la 
harge du transformateur en semaine et le se
ond à 
elle des week-end et joursfériés. Certains paramètres sont 
onstants et sont repris dans la table 7.1 ; les 
onditions initialespour les simulations sont reprises dans la table 7.2. Les "1, "2 et "3, des valeurs a�nes (
f.se
tion 2.2) 
orrespondent respe
tivement aux sour
es d'in
ertitudes suivantes : la sur
hargepossible, le vieillissement et la résistan
e aux 
ontraintes du système.Paramètre valeur unité�A 27 oCm 1;6 nombre réelq 0;8 nombre réelTab. 7.1 � Paramètres 
onstantsParamètre valeur a�ne 
ond. re
tangulaire �oue unité�TO 30 [30 30℄ oC��H 0 [0 0℄ oC�H 8 + 3"1 + 0;16"2 + 0;24"3 [4;6 11;4℄ min��H;R 4;75 + 0;75"1 + 0;14"2 + 0;095"3 [3;763 5;737℄ oC�TO 2;5 + 1"1 + 0;07"2 + 0;05"3 [1;375 3;625℄ h��TO;R 37;5 + 2;5"1 + 0;09"2 + 0;135"3 [33;87 41;12℄ oCR 4;5 + 0;5"1 + 0;09"2 + 0;135"3 [3;78 5;22℄ nombre réelTab. 7.2 � Conditions initiales pour la simulationDis
ussions des résultatsLes �gures présentées dans 
ette se
tion montrent les résultats de la simulation du modèle detempérature, sur un intervalle de temps allant de 0 à 24 heures, pour les deux pro�ls de 
hargedu transformateur.Les �gures 7.1 et 7.2 montrent les résultats de la simulation ave
 les méthodes de mathéma-tique a�ne, Monte-Carlo ave
 20 000 é
hantillonnages et Qua.Si. La dernière 
ourbe (valeursnominales) montre la résolution du système sans in
ertitude.Les �gures 7.3 et 7.4 montrent les résultats trouvés, pour les deux pro�ls de 
harge, de lasimulation par Monte-Carlo ave
 20 000 et 200 é
hantillonnages
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Fig. 7.1 � Modèle du transformateur � 
omparaison des intervalles trouvés pour le pro�l desjours de semaineLes �gures 7.5 et 7.6 montrent la simulation par Qua.Si. et Qua.Si+MC pour le pro�l desjours de semaine, les �gures 7.7 et 7.8 font de même pour le pro�l des week-end et jours fériés.100 et 200 é
hantillonnages ont été e�e
tués pour la partie non-basée sur les gradientsLes �gures 7.9 et 7.10 montrent la 
omparaison entre MC. et Qua.Si+MC pour le pro�l desjours de semaine, les �gures 7.11 et 7.12 font de même pour le pro�l des week-end et jours fériés.
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Fig. 7.5 � Modèle du transformateur � 
omparaison Qua.Si. et Qua.Si.+MC(100 it.) pour lepro�l des jours de semaine
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Fig. 7.6 � Modèle du transformateur � 
omparaison Qua.Si. et Qua.Si.+MC(100 it.) pour lepro�l des jours de semaine (zoom)
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Fig. 7.7 � Modèle du transformateur � 
omparaison Qua.Si. et Qua.Si.+MC(100 it.) pour lepro�l des week-end et jours fériés
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Fig. 7.8 � Modèle du transformateur � 
omparaison Qua.Si. et Qua.Si.+MC pour le pro�l desweek-end et jours fériés (zoom)
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Fig. 7.11 � Modèle du transformateur � 
omparaison MC et Qua.Si.+MC pour le pro�l desweek-end et jours fériés
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omparaison des résultats de la simulation par Qua.Si+MC(100it.) et Qua.Si+SA pour les deux pro�ls de 
harge.
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utons maintenant des résultats obtenus. Nous savons déjà que les simulations par Qua.Si.,Qua.Si+MC Qua.Si+SA et MC ne généreront jamais de traje
toires en dehors de la vraie régiond'in
ertitude.� Faisons l'hypothèse que MC ave
 20 000 é
hantillonnages nous fournit la solution la pluspro
he de la solution exa
te. En e�et, on a l'assuran
e de ne pas avoir de traje
toireserronées et les �gures 7.1, 7.2 , 7.3, 7.4, 7.10 et 7.12 montrent que 
ette méthode nousdonne la solution la plus large sans traje
toire erronée.� Les �gures 7.3 et 7.4 donnent que les résultat obtenus ave
 MC pour 200 et 20 000 é
han-tillonnages sont pratiquement identiques. Cela montre que la simulation par MC se prêtebien au type de système d'équations utilisé i
i. En e�et, on n'a au
une amélioration no-table de l'espa
e des solutions malgré deux ordres de grandeurs de di�éren
e pour le nombred'é
hantillonnages, 
ela nous 
onforte dans l'hypothèse que l'on obtient ave
 MC une so-lution très pro
he de la meilleure possible.� Pour l'arithmétique a�ne, les �gures 7.1 et 7.2 montrent que les 
ourbes donnant lesvaleurs maximales se situent au-dessus des autres. Cela vient probablement de traje
toireserronées qui sont in
luses dans la surfa
e de résolution, à 
ause de la propagation d'erreurinhérente à 
ette méthode. Pour les 
ourbes 
orrespondant au minimum ave
 la mêmeméthode, on peut 
onstater que 
ertaines trouvées ave
 MC ne sont pas reprises dans lerésultat par arithmétique a�ne. De plus, pour 
ertaines valeurs de temps, même les valeurssans in
ertitude ne sont pas reprises dans la solution. Nous nous retrouvons don
 ave
 uneméthode qui génère des traje
toires super�ues et qui n'en 
ontient pas 
ertaines. On peutdon
 en déduire que la simulation par arithmétique a�ne donne des résultats peu pré
is.� Les �gures 7.1 et 7.2 montrent que pour Qua.Si., la surfa
e 
ouverte par la solution donneles mêmes résultats que MC ave
 20 000 é
hantillons puis devient un peu plus étroite sur la�n. La simulation par Qua.Si. semble donner des résultats d'une pré
ision meilleure qu'ave
l'arithmétique a�ne. On a également la 
on�rmation que Qua.Si. sous-évalue l'étendue dela surfa
e 
ontenant les solutions, mais d'une façon faible et régulière.� On peut voir sur les graphiques des �gures 7.5 et 7.7 qu'utiliser l'amélioration Qua.Si+MCdonne des résultats presque identiques à 
eux donnés par Qua.Si. Cependant, si on regarded'un peu plus près, les �gures 7.6 et 7.8, nous renseignent que donner 
omme point dedépart les 
onditions initiales trouvées par la partie MC permet d'obtenir une surfa
e
ouvrant plus de solutions que Qua.Si., malgré un faible nombre de traje
toires 
al
uléespar MC (100 et 200 en 
omptant les extrémités). De même, si on fait la 
omparaison entreQua.Si+MC (100 it. et 200 it.) et les deux autres simulations par MC (200 et 20 000) (voir�gures 7.9 et 7.11), on obtient une di�éren
e très faible pour 
ertains points (�gures 7.10et 7.12), visible seulement en zoomant sur les �gures. Nous pouvons don
 dire qu'au niveaupré
ision, la méthode Qua.Si+MC et meilleure que Qua.Si. mais moins bonne que MC.� Regardons l'évolution au 
ours du temps de Qua.Si+SA. On peut voir sur les graphiquesdes �gures 7.13 et 7.14 que les solutions qui ont été trouvées ave
 Qua.Si+SA englobent
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toires que 
elles trouvées ave
 Qua.Si+MC, malgré un nombre d'itérationsidentique. De plus, à l'instar de la simulation par arithmétique a�ne, 
ertains points de lasimulation sans in
ertitude, qui devraient se trouver dans la surfa
e trouvée lors de la simu-lation, n'apparaissent pas dans l'intervalle. On peut 
ependant remarquer que Qua.Si+SAne produit pas de traje
toire erronée.La qualité des résultats est 
ependant pondérée par le temps de 
al
ul : la résolution parmathématique a�ne est presque instantanée. Pour MC, 
ela ne dépend que du nombre d'é
han-tillonnages que l'on veut e�e
tuer, l'algorithme de résolution d'ODE de Matlab étant assezrapide. Par 
ontre, pour Qua.Si., 
ela peut durer plusieurs heures, voire quelques jours sur lama
hine Aster du Centre de Cal
ul de l'ULB, en ne faisant qu'un seul appel à la routine d'op-timisation. Cela montre bien la né
essité d'utiliser les améliorations proposées pour diminuer letemps de 
al
ul.Utilisons un 
ritère plus obje
tif que le temps de 
al
ul qui peut varier selon la ma
hine etdonnons le nombre d'opérations en virgule �ottante qu'ont né
essité les simulations.Dé
rivons les tables 7.3 et 7.4 :1. La 
olonne SA/MC nous donne le nombre de �ops pour la partie MC ou SA (non-baséesur les gradients) de la simulation.2. La 
olonne résolution nous donne le nombre de �ops pour la partie utilisant la routined'optimisation (basée sur les gradients).3. La dernière nous donne le total des deux autres.méthode SA/MC résolution totalQua.Si N.A. 39 G�ops 39 G�opsMC(200) 45 M�ops N.A. 45 M�opsMC(20 000) 1,7 G�ops N.A. 1,7 G�opsA�ne N.A. 0,1 M�ops 0,1 M�opsQua.Si+MC(100) 24 M�ops 7 G�ops 7,02 G�opsQua.Si+SA 0,2 G�ops 4,8 G�ops 5 G�opsTab. 7.3 � Comparaison du nombre de �ops pour le transformateur, pro�l jours de semainesLes tables 7.3 et 7.4 nous 
on�rment 
e qui avait été pressenti ave
 l'estimation approximativedu temps de 
al
ul sur Aster :� La simulation par mathématique a�ne est beau
oup plus rapide que les autres, l'utilisateuremploiera 
ette méthode s'il désire obtenir des résultats immédiats.� La deuxième méthode en rapidité d'exé
ution est MC ave
 200 é
hantillonnages.� En troisième pla
e vient la méthode par MC ave
 20 000 é
hantillonnages. On peut remar-quer que la rapidité d'exé
ution est linéaire en le nombre d'é
hantillonnages.



SIMULATIONS RÉALISÉES 74méthode SA/MC résolution totalQua.Si N.A. 49 G�ops 49 G�opsMC(200) 44,8 M�ops N.A. 44,8 M�opsMC(20 000) 1,7 G�ops N.A. 1,7 G�opsA�ne N.A. 0,1 M�ops 0,1 M�opsQua.Si+MC(100) 22 M�ops 7,76 G�ops 7,79 G�opsQua.Si+SA 0,2 G�ops 8,5 G�ops 8,7 G�opsTab. 7.4 � Comparaison du nombre de �ops pour le transformateur, pro�l week-end et joursfériés� Il est di�
ile de tran
her au niveau rapidité d'exé
ution entre Qua.Si+MC et Qua.Si+SA.Suivant le pro�l de 
harge du transformateur, le nombre d'opérations peut être deux foismoins grand ave
 Qua.Si+SA que Qua.Si+MC, ou bien supérieur d'environs 1 G�ops.On peut 
ependant noter que le nombre d'opérations e�e
tuées ave
 Qua.Si+MC est fortsemblable ave
 les deux pro�ls de 
harge. On peut aussi remarquer que la partie SAné
essite un nombre d'opérations plus grand de deux ordres de grandeurs que la partieMC. Cela est dû à plusieurs raisons : la partie SA né
essite plus de tirages aléatoires paritération que MC, ainsi que deux résolutions du système d'ODE 
ontre deux pour MC. Onpeut également voir pour 
es deux méthodes que le nombre d'opérations de se
onde partiede l'algorithme est plus petit de deux ordres de grandeurs que Qua.Si. L'obje
tif d'avoirune méthode sensiblement plus rapide que Qua.Si. est don
 bien atteint.� Le nombre d'opérations e�e
tuées par la partie d'optimisation basée sur les gradients deQua.Si+MC et Qua.Si+SA ont des valeurs similaires. On peut supposer que la vitessed'exé
ution de la routine d'optimisation est peu sensible aux 
onditions initiales que l'onlui donne 
omme point de départ pour la re
her
he d'extrema.� En dernier vient la version originale de la méthode Qua.Si. Le nombre important d'opé-rations vient du fait que l'algorithme e�e
tue un nombre exponentiel en le nombre devariables d'état de fois la routine d'optimisation.



SIMULATIONS RÉALISÉES 757.2 Modèle de Lotka-Volterra7.2.1 Le modèleLe modèle de Lotka-Volterra [Ja
91℄ est un modèle mathématique qui modélise le systèmeproie � prédateur. Il 
onsiste en deux espè
es animales dont l'une est le prédateur et l'autre laproie, qui dispose elle-même d'une quantité inextinguible de nourriture. Le système d'ODE quile représente est : ( _y1 = k1y1 � k2y1y2_y2 = k3y1y2 � k4y2où � y1 représente la densité de population de la proie,� y2 représente la densité de population du prédateur,� k1 représente le taux de natalité de la proie,� k2 représente le taux de 
apture de la proie,� k3 représente le taux de natalité du prédateur,� k4 représente le taux de mortalité du prédateur.7.2.2 L'expérien
eNous allons maintenant étudier le 
omportement des méthodes sur le système de Lotka-Volterra,ave
 les 
onditions initiales �oues suivantes [Bon03b℄.8><>: 1 � y1(0) � 50 k1 = k4 = 12 � y2(0) � 60 k2 = k3 = 0;010 � t � 8Dis
ussion des résultatsLes �gures de 
ette se
tion montrent les résultats de la simulation du modèle de Lotka-Volterra. On distinguera les �gures représentant la simulation de la variable y1 et 
elles de lasimulation de y2.En plus de Qua.Si,Deux simulations pour MC ont été e�e
tuée, une ave
 200 é
hantillonnagesl'autre ave
 20 000. Pour les améliorations Qua.Si.+MC et Qua.Si+SA, 200 é
hantillonnages ontété e�e
tués.La �gure 7.15 montre l'évolution temporelle du maximum de la variable d'état y1 en faisantappel une fois à la routine d'optimisation, par passage dans la bou
le, en prenant 
omme point dedépart le milieu de la 
omposante 
ourante de la surfa
e ; par rapport à trois appels, ave
 
ommepoints de départ le milieu de la 
omposante 
ourante et les extrémités de la 
omposante 
ourantede la surfa
e extérieure. Pour rappel, la notion de nombre d'appels à la routine d'optimisationest expliquée en 4.3. On peut voir sur la �gure 7.15 que faire un seul appel par tour de bou
le
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Fig. 7.15 � Evaluation de l'évolution du maximum de y1(t) pour le système de Lotka-Volterra,ave
 les deux types d'exé
ution de Qua.Siest insu�sant. Les 
omparaison ave
 Qua.Si. se feront don
 ave
 la simulation en appelant troisfois la routine d'optimisation.Regardons si 
'est le 
as ave
 les Qua.Si+MC et Qua.Si+SA.Regardons d'abord Qua.Si+MC (�gures 7.16, 7.17, 7.18 et 7.19). Les �gures 7.16, 7.17, 7.18et 7.19 nous montrent qu'il est super�u d'e�e
tuer plus d'un appel à la routine d'optimisationaprès avoir trouvé des 
onditions initiales de départ ave
 la partie MC de la pro
édure, lesrésultats trouvés sont identiques.E�e
tuons la même 
omparaison ave
 l'amélioration Qua.Si+SA (�gures 7.20, 7.21, 7.22et 7.23). On peut se rendre 
ompte que dans le 
as de Qua.Si+SA, il vaut mieux e�e
tuer troisfois la pro
édure d'optimisation.
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Fig. 7.16 � Comparaison Qua.Si+MC ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (mi-nimum de y1)
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Fig. 7.17 � Comparaison Qua.Si+MC ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (mi-nimum de y2)
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Fig. 7.18 � Comparaison Qua.Si+MC ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (maxi-mum de y1)
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Fig. 7.19 � Comparaison Qua.Si+MC ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (maxi-mum de y2)
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Fig. 7.20 � Comparaison Qua.Si+SA ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (mini-mum de y1)
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Fig. 7.21 � Comparaison Qua.Si+SA ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (mini-mum de y2)
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Fig. 7.22 � Comparaison Qua.Si+SA ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (maxi-mum de y1)
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Fig. 7.23 � Comparaison Qua.Si+SA ave
 1 et trois 3 appels à la routine d'optimisation (maxi-mum de y2)



SIMULATIONS RÉALISÉES 81Maintenant que nous savons 
omment employer Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA, 
ompa-rons maintenant la pré
ision des di�érentes par rapport aux autres.Les �gures 7.24 et 7.25 montrent respe
tivement les résultats de la simulation de y1 et y2 enutilisant la mathématique a�ne.
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Fig. 7.24 � Lotka-Volterra � résultats par mathématique a�ne pour y1
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Fig. 7.25 � Lotka-Volterra � résultats par mathématique a�ne pour y2



SIMULATIONS RÉALISÉES 82Les �gures 7.26, 7.27, 7.28 et 7.29 montrent la simulation du minimum de y1 et y2 ave
 MCpour 200 et 20 000 é
hantillonnages et Qua.Si.
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Fig. 7.26 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (minimum de y1)
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Fig. 7.27 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (minimum de y2)Les �gures 7.30, 7.31, 7.32 et 7.33 montrent la simulation du minimum de y1 et y2 ave
 MCpour 200 et 20 000 é
hantillonnages et Qua.Si.
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Fig. 7.28 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (minimum de y1, zoom)
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Fig. 7.29 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (minimum de y2, zoom)Les �gures 7.34, 7.35, 7.36 et 7.37 montrent la 
omparaison entre Qua.Si, Qua.Si+MC etQua.Si+SA
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Fig. 7.30 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (maximum de y1)
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Fig. 7.31 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (maximum de y2)
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Fig. 7.32 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (maximum de y1, zoom)
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Fig. 7.33 � Comparaison Qua.Si. � Monte-Carlo pour Lotka-Volterra (maximum de y2, zoom)
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Fig. 7.34 � Comparaison Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA (minimum de y1)
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Fig. 7.35 � Comparaison Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA (minimum de y2)
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Fig. 7.36 � Comparaison Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA (maximum de y1)
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Fig. 7.37 � Comparaison Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA (maximum de y2)
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utons maintenant de la pré
ision des résultats obtenus. Comme pré
édemment (se
-tion 7.1.3), nous savons déjà que les simulations par Qua.Si., Qua.Si+MC Qua.Si+SA et MC negénéreront jamais de région 
ontenant des traje
toires ne 
orrespondant à au
une solution.� Faisons l'hypothèse que Qua.Si ave
 trois appels à la routine d'optimisation nous donne lasolution la plus pro
he de la solution exa
te. On peut avan
er 
ela 
ar on a de ne pas avoirde traje
toires erronées et les �gures 7.15, 7.26, 7.27, 7.28, 7.29, 7.30, 7.31, 7.32, 7.33 7.34,7.35, 7.36 et 7.37 montrent que Qua.Si fournit la solution la plus étendue sans traje
toireerronée.� Nous pouvons voir sur les �gures 7.24 et 7.25 que la surfa
e obtenue en résolvant le sys-tème par arithmétique a�ne est totalement erronée. Cela vient du fait que la simulationpar arithmétique a�ne ne tient pas su�samment 
ompte de l'intera
tion entre les va-riables. Nous allons don
 obtenir une erreur qui va grandir de façon exponentielle. On peutdéduire des simulations pour le transformateur et pour Lotka-Volterra que la simulationpar arithmétique a�ne ne 
onvient pas pour les systèmes dont l'intera
tion entre les va-riables est grande. En e�et, malgré la 
omplexité apparente du modèle du transformateur,
e n'était pas le 
as.� Il y a une nette di�éren
e entre la pré
ision de la simulation par MC suivant que l'onprenne 200 ou 20 000 é
hantillonnages. Cependant même ave
 20 000 é
hantillonnages, onobtient une solution plus étroite que 
elle de Qua.Si (�gures 7.26, 7.27, 7.28 et 7.29).� Les �gures 7.34, 7.35, 7.36 et 7.37 permettent de dire qu'il y a peu de di�éren
e entre lesrésultats obtenus par Qua.Si, Qua.Si+MC et Qua.Si+SA (en e�e
tuant les trois appelspar tour de bou
le à la routine d'optimisation) Cependant, sur les �gures 7.36 et 7.37, onpeut voir que Qua.Si+SA donne un solution plus pré
ise que Qua.Si+MC, mais moins queQua.Si.� Il est né
essaire de faire trois appels à la routine d'optimisation pour Qua.Si. et Qua.Si+SAmais 
ela n'est pas né
essaire pour Qua.Si+MC (�gures 7.15, 7.16, 7.17, 7.18, 7.19, 7.20,7.21, 7.22 et 7.23).� La di�
ulté de trouver de bonnes solutions à 
ertaines valeurs de t peut s'expliquer grâ
eà la �gure 7.38. On peut y voir que pour 
ertaines valeurs de t, pour y1, les 
onditionsinitiales donnant les solutions maximales sont 
on
entrées sur une région très réduite. Onpeut en
ore mieux se rendre 
ompte de la di�
ulté de trouver 
es 
onditions initiales ensa
hant qu'il a fallu 
al
uler la valeur de y(t) pour 100 points appartenant aux intervallespour trouver les pi
s.Nous allons maintenant 
omparer le nombre d'opérations en virgule �ottante pour les simu-lations e�e
tuées, à l'ex
eption de 
elle par mathématique a�ne. Les résultats donnés par 
ettedernière n'étant pas assez bons en 
omparaison ave
 
eux des autres simulations.Dis
utons des valeurs de la table 7.5 :� La simulation par MC pour 200 é
hantillonnages est la plus rapide des méthodes qui
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Fig. 7.38 � Lotka-Volterra � variation de la solution y(t) pour 
ertaines valeurs �xées de tméthode SA/MC résolution totalQua.Si (1 appel) N.A. 30,9 M�ops 30,9 M�opsQua.Si (3 appels) N.A. 83,9 M�ops 83,9 M�opsMC(200) 1,2 M�ops N.A. 1,2 M�opsMC(20 000) 127 M�ops N.A. 127 M�opsQua.Si+MC, 1 appel 1,3 M�ops 11 M�ops 12,5 M�opsQua.Si+MC, 3 appels 1,2 M�ops 33 M�ops 34 M�opsQua.Si+SA, 1 appel 5,1 M�ops 18 M�ops 23 M�opsQua.Si+SA, 3 appels 5,3 M�ops 40 M�ops 45 M�opsTab. 7.5 � Comparaison du nombre de �ops pour Lotka-Volterradonnent des résultats 
ohérents.� La deuxième méthode en rapidité d'exé
ution est Qua.Si+MC, ave
 un seul appel à laroutine d'optimisation par tour de la bou
le de la partie optimisation.� En troisième vient Qua.Si+SA. Cela peut s'expliquer par le nombre de tirages aléatoires,de résolutions d'équations di�érentielles et de 
omparaisons e�e
tuées par la partie SA.� Qua.Si. ave
 un appel à la routine d'optimisation, par 
omposante de la surfa
e extérieureo

upe la quatrième pla
e en terme de rapidité d'exé
ution.� Les trois méthodes suivantes, par ordre, sont Qua.Si+MC, Qua.Si+SA et Qua.Si. ave
trois appels à la fon
tion d'optimisation. Nous obtenons alors un nombre d'opérationsentre deux et trois fois plus grand que leurs homologues ave
 un seul appel.



SIMULATIONS RÉALISÉES 90� En dernier vient MC ave
 20 000 é
hantillonnages.7.3 Equation de Lapla
eL'équation de Lapla
e est utilisée, entre autres, en éle
trostatique pour modéliser le potentieléle
trique d'une région de l'espa
e ne 
ontenant pas de 
harge [NAV03℄. Son équation est donnéepar uxx + uyy = 0 (7.1)La simulation a été faite ave
 
es 
onditions aux bords :u(x;0) 2 [10; 30℄ et u(x;4) 2 [170; 190℄ pour 0 < x < 4 (7.2)u(0;y) 2 [70; 90℄ et u(4;y) 2 [�10; 10℄ pour 0 < y < 4Une grille de 5� 5 a été employée 
omme quadrillage du 
arré 
ontenant les ordonnées et lesabs
isses des points à 
al
uler.7.3.1 Dis
ussion des résultatsLa PDE a été résolue en utilisant Gauss-Seidel, Ja
obi et la méthode itérative par point �xe.La simulation a été e�e
tuée en utilisant Qua.Si adapté aux PDE, MC ave
 200 é
hantillonnageset MC ave
 20 000 é
hantillonnages.Regardons tout d'abord les valeurs, sans in
ertitude, prenons les valeurs pré
ises telles queles intervalles dé�nissant l'in
ertitude sont 
entrés en la valeur sans in
ertitude. La �gure 7.39montre le pro�l de u en fon
tion de x et y. Les tables 7.6, 7.7 et 7.8 nous donnent les valeursde u 
al
ulées sans in
ertitude respe
tivement ave
 Gauss-Seidel, Ja
obi et la méthode itérativepar point �xe, pour les 
onditions aux bords déterministes suivantes :u(x;0) = 20 et u(x;4) = 180 pour 0 < x < 4 (7.3)u(0;y) = 80 et u(4;y) = 0 pour 0 < y < 41 2 3 4 51 130.0000 180.0000 180.0000 180.0000 90.00002 80.0000 112.8129 111.7415 84.2636 03 80.0000 79.5544 69.9115 45.3129 04 80.0000 55.6258 43.1258 27.0986 05 50.0000 20.0000 20.0000 20.0000 10.0000Tab. 7.6 � Résolution déterministe ave
 Gauss-SeidelLes tables 7.9 et 7.10 nous donnent 
ertaines valeurs de u par la méthode de Gauss-Seidel.
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Fig. 7.39 � graphique de la solution de la PDE pour les 
onditions initiales (7.4)1 2 3 4 51 130.0000 180.0000 180.0000 180.0000 90.00002 80.0000 112.7546 111.6490 84.1832 03 80.0000 79.5061 69.7949 45.2204 04 80.0000 55.6118 43.0776 27.0403 05 50.0000 20.0000 20.0000 20.0000 10.0000Tab. 7.7 � Résolution déterministe ave
 Ja
obi



SIMULATIONS RÉALISÉES 921 2 3 4 51 130.0000 180.0000 180.0000 180.0000 90.00002 80.0000 112.8568 111.7854 84.2855 03 80.0000 79.6422 69.9993 45.3568 04 80.0000 55.7136 43.2136 27.1425 05 50.0000 20.0000 20.0000 20.0000 10.0000Tab. 7.8 � Résolution déterministe ave
 la méthode par point �xe1 2 3 4 51 120.0000 170.0000 170.0000 170.0000 80.00002 70.0000 101.6568 98.6210 76.6766 -10.00003 70.0000 68.0457 56.1707 38.0853 -10.00004 70.0000 44.4742 30.0099 19.5139 -10.00005 40.0000 10.0000 10.0000 10.0000 0Tab. 7.9 � Minimum pour u, ave
 Gauss-Seidel, ave
 Qua.Si.1 2 3 4 53 79.9749 79.5255 69.8771 45.2948 -0.02514 79.9749 55.5978 43.0929 27.0796 -0.0251Tab. 7.10 � Maximum pour u, ave
 Gauss-Seidel(extrait), ave
 Qua.Si.1 2 3 4 51 120.0000 170.0000 170.0000 170.0000 80.00002 70.0000 101.5890 98.4946 76.5890 -10.00003 70.0000 67.9590 56.0352 37.9590 -10.00004 70.0000 44.4462 29.9233 19.4462 -10.00005 40.0000 10.0000 10.0000 10.0000 0Tab. 7.11 � Minimum pour u, pour Ja
obi, ave
 Qua.Si.1 2 3 4 53 79.9749 79.4773 69.7605 45.2024 -0.02514 79.9749 55.5838 43.0448 27.0214 -0.0251Tab. 7.12 � Maximum pour u, pour Ja
obi (extrait), ave
 Qua.Si.



SIMULATIONS RÉALISÉES 931 2 3 4 51 120.0000 170.0000 170.0000 170.0000 80.00002 70.0000 102.8568 101.7854 74.2856 -10.00003 70.0000 69.6422 59.9994 35.3568 -10.00004 70.0000 45.7137 33.2137 17.1425 -10.00005 40.0000 10.0000 10.0000 10.0000 0Tab. 7.13 � Minimum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 Qua.Si.1 2 3 4 51 140.0000 190.0000 190.0000 190.0000 100.00002 90.0000 122.8568 121.7853 94.2855 10.00003 90.0000 89.6421 79.9992 55.3568 10.00004 90.0000 65.7135 53.2135 37.1425 10.00005 60.0000 30.0000 30.0000 30.0000 20.0000Tab. 7.14 � Maximum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 Qua.Si.Les tables 7.11 et 7.12 nous donnent 
ertaines valeurs de u par la méthode de Ja
obi.Les tables 7.13 et 7.14 nous donnent les valeurs de u par la méthode par point �xeLes tables 7.15 et 7.16 nous donnent les valeurs de u en utilisant MC pour 200 é
hantillon-nages ave
 la méthode par point �xe.1 2 3 4 51 120.0000 170.0000 170.0000 170.0000 80.00002 70.0000 102.8568 101.7854 74.2856 -10.00003 70.0000 69.6422 59.9994 35.3568 -10.00004 70.0000 45.7137 33.2137 17.1425 -10.00005 40.0000 10.0000 10.0000 10.0000 0Tab. 7.15 � Minimum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 MC pour 200 é
hantillonnagesLes tables 7.17 et 7.18 nous donnent les valeurs de u en utilisant MC pour 20 000 é
han-tillonnages ave
 la méthode par point �xe.On peut remarquer, à la le
ture des tables� Lorsque l'on utilise les trois méthodes ave
 les 
onditions aux bords sans in
ertitude, lestables 7.6, 7.7 et 7.8 montrent qu'il y a peu de di�éren
e à utiliser l�une des trois méthodes.� Pour la re
her
he du minimum, 
omparer les valeurs 
ontenues dans les tables 7.6, 7.7 et 7.8et 7.9, 7.11 et 7.13 nous donnent également des di�éren
es minimes entre les méthodes.



SIMULATIONS RÉALISÉES 941 2 3 4 51 140.0000 190.0000 190.0000 190.0000 100.00002 90.0000 122.8571 121.7857 94.2857 10.00003 90.0000 89.6428 80.0000 55.3571 10.00004 90.0000 65.7142 53.2142 37.1428 10.00005 60.0000 30.0000 30.0000 30.0000 20.0000Tab. 7.16 � Maximum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 MC pour 200 é
hantillonnages1 2 3 4 51 120.0000 170.0000 170.0000 170.0000 80.00002 70.0000 102.8568 101.7854 74.2856 -10.00003 70.0000 69.6422 59.9994 35.3568 -10.00004 70.0000 45.7137 33.2137 17.1425 -10.00005 40.0000 10.0000 10.0000 10.0000 0Tab. 7.17 � Minimum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 MC pour 20 000 é
hantillon-nages 1 2 3 4 51 140.0000 190.0000 190.0000 190.0000 100.00002 90.0000 122.8571 121.7857 94.2857 10.00003 90.0000 89.6428 80.0000 55.3571 10.00004 90.0000 65.7142 53.2142 37.1428 10.00005 60.0000 30.0000 30.0000 30.0000 20.0000Tab. 7.18 � Maximum pour u, pour la méthode par point �xe, ave
 MC pour 20 000 é
han-tillonnages� Pour la re
her
he du maximum, 
omparer les valeurs 
ontenues dans les tables 7.6, 7.7et 7.8 et 7.10, 7.12 et 7.14 permet de dire que les méthodes de Gauss-Seidel et Ja
obine 
onviennent pas pour les résoudre l'équation a�n de trouver le maximum. En e�et,nous nous retrouvons ave
 des valeurs très pro
hes, parfois inférieurs à 
elles trouvées sansin
ertitude pour les méthodes de Gauss-Seidel et Ja
obi mais la méthode par point �xenous donne des valeurs de u partout supérieures. Cela peut venir du fait que pour lesméthodes de Gauss-Seidel et Ja
obi, qu'une 
ondition su�sante de 
onvergen
e est d'avoirune matri
e d'entrée dont les éléments de la diagonale sont stri
tement supérieurs à lasomme des autres éléments, pour 
haque ligne. Cela0 n'est pas le 
as dans le 
adre denotre PDE.



SIMULATIONS RÉALISÉES 95� En raison du point pré
édent, nous allons don
 uniquement 
onsidérer la méthode parpoint �xe pour résoudre l'équation ave
 Qua.Si.� En termes de pré
ision de solution pour le minimum, la méthode Qua.Si est équivalenteà quelques dé
imales près à MC ave
 200 et 20 000 é
hantillonnages (tables 7.13, 7.15et 7.17).� En termes de pré
ision de solution pour le maximum, la méthode Qua.Si est équivalenteà quelques dé
imales près à MC ave
 200 et 20 000 é
hantillonnages (tables 7.13, 7.15et 7.18).La di�éren
e de quelques dé
imales qui existe entre la simulation par Qua.Si. et MC peuts'expliquer de deux façons, qui peuvent être 
onjuguées :1. Nous n'utilisons pas le gradient pour la résolution par Qua.Si, 
e qui risque d'entraînerune pré
ision moins grande qu'ave
 une méthode basée sur les gradients.2. La PDE qui a été simulée est une équation quasi-linéaire très simple. Il se peut don
 quel'équation ait des propriétés pro
hes des PDE linéaires au niveau des 
onditions aux bordsminimisant et maximisant la fon
tion. Or nous 
onsidérons en premier lieu pour la simu-lation par MC, les valeurs 
orrespondant aux extrémités des intervalles. Cela expliqueraitalors les résultats identiques ave
 200 et 20 000 é
hantillonnages : les 
onditions aux bordsdonnant les extrema de la fon
tion sont 
elles 
orrespondant aux extrémités des intervalles.Au niveau du temps de 
al
ul, il est intéressant de remarquer que 
'est ave
 Qua.Si. que l'onobtient la résolution la plus rapide : 8,1 M�ops ave
 Qua.Si. 
ontre 13,1 M�ops pour MC ave
200 é
hantillonnages et 1,3 G�ops pour MC ave
 20 000 é
hantillonnages.



Con
lusionDans 
e do
ument, nous avons donné un aperçu général des méthodes de simulation ave
in
ertitude, nous nous sommes pen
hés ave
 plus d'attention sur l'appro
he Qua.Si. et proposédes extensions à 
ette appro
he et étudié leur 
omportement en 
omparaison ave
 des méthodesexistantes.Nous avons tiré 
ertains enseignements des expérien
es réalisées :� La 
omplexité des systèmes à simuler risque de rendre l'appro
he Qua.Si. peu 
ompétitivesi le but re
her
hé est d'obtenir des résultats dans un temps très 
ourt.� L'appro
he par mathématique a�ne, malgré sa rapidité, donne des résultats assez impré
iset est à pros
rire dans le 
as où des variables interagissent entre elles.� La non-linéarité du système rend la résolution de 
elui-
i plus di�
ile et risque de né
essiterun sur
roît de 
al
uls. De plus, 
ela rend problématique la résolution par des méthodessto
hastiques, 
omme MC, si l'in
ertitude est représentée de manière non-probabiliste.� L'utilisation de méthodes d'optimisation sto
hastiques en extension à l'appro
he Qua.Si.nous permet de donner une bonne pré
ision des résultat en un temps raisonnable dans le
as de systèmes non-linéaires.� Il peut être plus intéressant d'utiliser une méthode d'optimisation sto
hastique simple,ave
 peu de paramètres à gérer qu'une méthode plus 
ompliquée, dont la pré
ision dépendfortement des paramètres.� Dans le 
as où les équations sont linéaires ou ont des 
ara
téristiques qui les rendentpresque linéaires, la simulation par Monte-Carlo peut s'avérer intéressante au vu du tempsde 
al
ul et de la pré
ision� Dans le 
as des équations di�érentielles partielles, on a pu voir qu'il vaut mieux employerune méthode de résolution spé
i�que à la forme du problème qu'une méthode générale.� Toujours pour les équations di�érentielles partielles, la linéarité des équations est un fa
teurimportant pour la fa
ilité de résolution.En résumé, on peut dire qu'il n'y a pas de re
ette mira
le qui donne des résultats pré
is à tousles 
oups. Il faut également établir le 
ompromis entre la vitesse d'exé
ution et la pré
ision desrésultats. Chaque problème né
essite une étude spé
i�que pour savoir quelle méthode employerpour atteindre l'obje
tif voulu (pré
ision/rapidité).



CONCLUSION 97L'utilisation des méthodes d'optimisation sto
hastique en apport aux méthodes existantespeut être un sujet d'étude intéressant. N'oublions pas que l'adaptation de 
es méthodes à lasimulation ave
 in
ertitude n'est pas triviale. Pour terminer, l'étude de la simulation ave
 im-pré
ision sur les équations di�érentielles partielles mérite une attention parti
ulière à 
ause dela 
omplexité introduite par l'utilisation de plusieurs variables indêpendantes.



Annexe AMéthodes numériques
A.1 Méthode d'Euler [MF99℄Soit [a;b℄ l'intervalle sur lequel nous voulons résoudre la solution au problème _y = f(t;y) ave
y(a) = y0. Divisons ensuite l'intervalle [a;b℄ en M sous-intervalles égaux et prenons les pointstk = a+ kh pour k = 0;1; : : : ;M où h = b� aM . (A.1)La valeur h est appelée le pas. Il faut ensuite résoudre approximativement_x = f(t;y) sur [t0; tM ℄ ave
 y(t0) = y0. (A.2)Supposons que y(t), _y(t) et �y(t) soient 
ontinues et utilisons le développement de Taylor de y(t)en prenant t = t0. Pour toute valeur t il existe une valeur 
1 entre t0 et t telle quey(t) = y(t0) + _y(t0)(t� t0) + �y(
1)(t� t0)22 . (A.3)Substituons dans 
ette équation _y(t0) = f(t0;x(t0)) et h = t1�t0, nous obtenons 
omme résultatpour y(t1) : y(t1) = y(t0) + hf(t0;y(t0)) + �y(
1)h22 . (A.4)Si le pas h est 
hoisi su�samment petit, on peut négliger la 
omposante de se
ond ordre, lasau
e 
ommen
e à prendre et nous obtenonsy1 = y0 + hf(t0;y0) (A.5)appelée approximation d'Euler.Il ne nous reste plus qu'à itérer le pro
essus pour générer la suite de points approximant la
ourbe de la fon
tion obje
tif. La forme générale d'un pas d'itération de la méthode d'Euler estdon
 tk+1 = tk + h; yk+1 = yk + hf(tk;yk) pourk = 0;1; : : : ;M � 1. (A.6)



MÉTHODES NUMÉRIQUES 99A.2 Résolution de systèmes linéairesLes méthodes évoquées dans 
ette se
tion sont les méthodes de Ja
obi et de Gauss-Seidel.Ce sont des méthodes itératives de résolution de systèmes linéaires. L'idée prin
ipale de 
esméthodes est de s'inspirer de la résolution d'équations linéaires par point �xe et de généraliser
ette méthode aux systèmes d'équations.Soit le système linéaire suivant :a11x1 + a12x2 + � � �+ a1jxj + � � �+ a1NxN = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2jxj + � � �+ a2NxN = b2... ... ... ... ...aj1x1 + aj2x2 + � � �+ ajjxj + � � �+ ajNxN = bj (A.7)... ... ... ... ...aN1x1 + aN2x2 + � � � + aNjxj + � � �+ aNNxN = bNNotons le point Pk un point à la k-ème itération.Pk = �x(k)1 ;x(k)2 ; : : : ;x(k)j ; : : : ;x(k)N � : (A.8)A la k + 1-ème itération, nous aurons le point Pk+1 :Pk+1 = �x(k+1)1 ;x(k+1)2 ; : : : ;x(k+1)j ; : : : ;x(k+1)N � : (A.9)La formule itérative va utiliser la 
olonne j de l'équation (A.7) pour résoudre x(k+1)j en tant que
ombinaison linéaire des valeurs x(k)1 ;x(k)2 ; : : : ;x(k)j ; : : : ;x(k)N .A.2.1 Méthode de Ja
obi [MF99℄La méthode de Ja
obi utilise uniquement des termes de l'itération pré
édente pour 
al
ulerles nouveaux. La formule itérative sera de la forme :x(k+1)j = bj � aj1x(k)1 � � � � � ajjx(k)j�1 � ajj+1x(k)j+1 � � � � � ajNx(k)Najj (A.10)pour j = 1;2; : : : ;N .A.2.2 Méthode de Gauss-Seidel [MF99℄La méthode de Gauss-Seidel va, par 
ontre, utiliser les nouvelles 
oordonnées dès qu'ellessont disponibles a�n de 
al
uler les nouvelles valeurs.x(k+1)j = bj � aj1x(k+1)1 � � � � � ajjx(k+1)j�1 � ajj+1x(k)j+1 � � � � � ajNx(k)Najj (A.11)pour j = 1;2; : : : ;N .



MÉTHODES NUMÉRIQUES 100A.3 Méthode de Kuhn-Tu
kerLa méthode de Kuhn-Tu
ker est la méthode utilisée dans la toolbox d'optimisation de Matlabpour l'optimisation 
ontinue ave
 
ontraintes [Mat℄.Elle se base sur la résolution des équations de Kuhn-Tu
ker : Soit f(x) la fon
tion à minimiseret Gi(x);i = 1; : : : ;n la matri
e dé
rivant des 
ontraintes sur x Les équation de Kuhn-Tu
kersont dé
rites 
omme suit :rf(xx) + nXi=1 ��irGi(x�) = 0 (A.12)��irGi(x�) = 0 pour i = 1; : : : ;n (A.13)��i � 0 pour i = ne + 1; : : : ;n (A.14)où x� est un point solution, i = ne + 1; : : : ;n sont les indi
es 
orrespondant aux 
ontraintesd'inégalités pour x et les �xi sont des 
oe�
ients de Lagrange pour le point solution x�.Pour résoudre 
es équations, la toolbox va faire appel à un algorithme de programmationnon-linéaire séquentielle quadratique.



Annexe BLes programmes Matlab développésCette annexe a pour but une des
ription un peu plus te
hnique des programmes Matlab quiont été développés dans le 
adre de 
e mémoire, pour la résolution d'équations di�érentielles�oues.B.1 Qua.Si+MC et Qua.Si+SAL'appli
ation fon
tionne 
omme suit : après avoir rédigé les �
hiers expe.m 
ontenant lesparamètres de simulation et les deux �
hiers 
orrespondant au modèle à simuler (i
i lotka.met lotka_sto.m), l'utilisateur peut lan
er l'exé
ution du s
ript prin
ipal main_fast.m, qui vad'abord lan
er la partie sto
hastique non-basée sur les gradients. Celle-
i va fournir les 
onditionsinitiales de départ qui vont être utilisées par la partie basée sur les gradients. La routine 
onstr.mfournie ave
 Matlab va trouver ensuite les extrema de la résolution d'ODE e�e
tuée en appliquantle s
ript ode23.m fourni ave
 Matlab au système augmenté fourni par differx.m, en tenant
ompte des gradients donnés par differ
.m. Le modèle à simuler (i
i lotka.m) étant fourni enparamètres à 
es deux derniers s
ripts.
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main_fast.m

expe.m

lotka_sto.m

lotka.m

main_mc.m

C.I. de départ

Paramètres de simulation

Paramètres de simulation

ode23.m
(fonction matlab)

constr.m
(fonction matlab)

ode23.m
(fonction matlab)

C.I., params de la fonction

Résolution de l’ODE

Valeur de la fonctionC.I. de départ

C.I., params de la fonction
Valeur de la fonction

extrema de la fonction

Résolution du 
système augmenté

differx.mdifferc.m

valeurs des params
valeur du système

Valeurs des gradients

valeur du système

valeurs des params

Fig. B.1 � Diagramme des 
omposants de Qua.Si.+MC
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main_fast.m

expe.m

lotka_sto.m

lotka.m

main_sa.m

C.I. de départ

Paramètres de simulation

Paramètres de simulation

ode23.m
(fonction matlab)

constr.m
(fonction matlab)

ode23.m
(fonction matlab)

C.I., params de la fonction

Résolution de l’ODE

Valeur de la fonctionC.I. de départ

C.I., params de la fonction
Valeur de la fonction

extrema de la fonction

Résolution du 
système augmenté

differx.mdifferc.m

valeurs des params
valeur du système

Valeurs des gradients

valeur du système

valeurs des params

Fig. B.2 � Diagramme des 
omposants de Qua.Si.+SA



LES PROGRAMMES MATLAB DÉVELOPPÉS 104B.2 Résolution de l'équation de Lapla
e �oue
laplace.m

expe.m

solve_it.m

constr.m
(fonction matlab)

Params de simulation

C.I. de départ,params de la fonction

extrema de la fonction
Résolution de la PDE

Fig. B.3 � Diagramme des 
omposants de la résolution de l'équation �oue de Lapla
eL'appli
ation fon
tionne de manière similaire : l'utilisateur doit rédiger le �
hier expe.m qui
ontiendra les 
ontraintes de l'équation ainsi que les paramètres de simulation. L'utilisateurva ensuite lan
er le �
hier prin
ipal lapla
e.m qui va re
her
her les extrema de l'équation deLapla
e en utilisant la fon
tion 
onstr.m fournie ave
 Matlab pour trouver les extrema des lasolution de la PDE. Cette solution est 
al
ulée à l'aide du s
ript solve_it.m



Bibliographie[ACS94℄ M.V.A. Andrade, J.L.D. Comba, and J. Stol�. A�ne arithmeti
. In Abstra
ts ofthe International Conf. on Interval and Computer-Algebrai
 Methods in S
ien
eand Engineering (INTERVAL/94), pages 36�40, S. Petersburg, Russia, Mar
h1994.[ATMVdlR00℄ J. Armengol, L. Travé-Massuyès, J. Vehì, and J.L. de la Rosa. A survey oninterval model simulators and their properties related to fault dete
tion. AnnualReviews in Control, 24(1):31�39, 2000.[BB94℄ A. Bonarini and G. Bontempi. A qualitative simulation approa
h for fuzzy dyna-mi
al models. ACM Transa
tions on Modeling and Computer Simulation (TO-MACS), 4(4), 1994.[BdSSdW03℄ G. Bontempi, A. da Silva Soarez, and M. de Wulf. Cours de 
al
ul formet etnumérique. Syllabus de Deuxième Candidature en Informatique � UniversitéLibre de Bruxelles, 2003.[Bon96℄ G. Bontempi. Qua.si. III: A software tool for simulation of fuzzy dynami
alsystems. In A.Javor, A. Lehmann, and I. Molnar, editors, Modeling and Simu-lation ESM 96 (Pro
eedings European Simulation Multi
onferen
e 1996), pages615�619, Ghent, Belgium, 1996. SCS International.[Bon03a℄ G. Bontempi. Cours de modèles sot
hastiques II. Syllabus de Deuxième Li
en
een Informatique � Université libre de Bruxelles, 2003.[Bon03b℄ G. Bontempi. Simulating 
ontinuous dynami
al systems with un
ertainty: theprobability and the possibility approa
hes. in "Fuzzy Partial Di�erential Equa-tions and Relational Equations", Editors: Masoud Nikravesh and Lot� A. Zadeh,Series Studies in Fuzziness and Soft Computing, Physi
a-Verlag, Springer, 2003.To appear.[Cer85℄ V. Cerny. Thermodynami
al approa
h to the traveling salesman problem : Ane�
ient simulation algorithm. Journal of Optimization Theory and Appli
ation,pages 41�51, 1985.[Coo92℄ Arnold Cook. Ordinary di�erential equations. Springer�Verlag, Berlin, 1992.



BIBLIOGRAPHIE 106[DK01℄ R.V. Demi

o and G.J. Klir. Stratigraphi
 simulations using fuzzy logi
 to modelsediment dispersal. Journal of Petroleum S
ien
e and Engineering, 31:135�155,2001.[Doi99℄ J.P Doignon. Mathématique générale. Syllabus de Première Candidature enInformatique � Université Libre de Bruxelles, 1999.[DP80℄ D. Dubois and H. Prade. Fuzzy Sets and Systems. A
ademi
 Press, New York,1980.[Fau99℄ L. Fausett. Applied Numeri
al Analysis Using MATLAB. Prenti
e Hall, 1999.[Fis91℄ P. A. Fishwi
k. Fuzzy simulation: Spe
ifying and identifying qualitative models.International Journal of General Systems, 19:295�316, 1991.[FS97℄ L.H. Figueiredo and J. Stol�. Self-validated numeri
al methods and appli
ations.In Brazilian Mathemati
s Colloquium Monograph, Rio de Janeiro, Brazil, 1997.IMPA.[Gar85℄ C. W. Gardiner. Handbook of sto
hasti
 methods. Springer�Verlag, Berlin, 1985.[GIVV02℄ V. Galdi, L. Ippolito, A. Va

aro, and D. Villa

i. The use of a�ne arithmeti
for thermal state estimation of substation distribution transformers. The Inter-national Journal for Computation and Mathemati
s in Ele
tri
al and Ele
troni
Engineering (COMPEL), 2002.[Ja
91℄ E. A. Ja
kson. Perspe
tive of nonlinear dynami
s. Cambridge University Press,1991.[KG85℄ A. Kaufmann and M. Gupta. Introdu
tion to fuzzy arithmeti
: theory and appli-
ations. Van Nostran and Reinhold, New York, 1985.[KGV83℄ S. Kirkpatri
k, C.D. Gelatt, and M.P. Ve

hi. Optimization by simulated annea-ling. S
ien
e, pages 671�680, 1983.[KK68℄ G. A. Korn and T. M. Korn. Mathemati
al handbook for s
ientists and engineers.M
Graw-Hill, 1968.[Lue79℄ D.G. Luenberger. Introdu
tion to Dynami
 Systems: Theory, Models, and Appli-
ations. John Wiley and Son, November 1979.[Mat℄ Optimization toolbox. in Matlab Do
umentation The Mathworks In
.http://www.mathworks.
om/a

ess/helpdesk/help/helpdesk.shtml.[MF99℄ J.H. Mathews and K.D. Fink. Numeri
al Methods Using MATLAB. Prenti
eHall, 3 edition, 1999.[Moo66℄ R. E. Moore. Interval Analysis. Prenti
e-Hall, Englewood Cli�s, 1966.[MRR+53℄ N. Metropolis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A. Teller, and E. Teller. Equationof state 
al
ulations by fast 
omputing ma
hines. Journal of Chemi
al Physi
s,21:1087�1092, 1953.



BIBLIOGRAPHIE 107[MRSV86℄ D. Mitra, F. Romeo, and A.L. Sangiovanni-Vin
entelli. Convergen
e of �nite-timebehaviour of simulated annealing. Advan
es in Applied Probability, 18:747�771,1986.[NAV03℄ C.R. NAVE. Lapla
e's and poisson's equations. in hyperphy-si
s :http://hyperphysi
s.phy-astr.gsu.edu, 2003.[Ngu78℄ H. T. Nguyen. A note on the extension prin
iple for fuzzy sets. Journal ofMathemati
al Analysis Appli
ations, 64(2):369�380, 1978.[Pap91℄ Papoulis. Probability, Random Variables and Sto
hasi
 Pro
es. M
GRaw-Hill,1991.[Pro99℄ Working Group K3 (Transformer Thermal Overload Prote
tion). Adaptive trans-former thermal overload prote
tion. Te
hni
al report, IEEE, January 1999.[Sha76℄ G. Shafer. A mathemati
al theory of eviden
e. Prin
eton University Press, Prin-
eton, 1976.[Sob90℄ K. Sob
zyk. Sto
hasti
 Di�erential Equations with appli
ations to physi
s andengineering. Kluwer A
ademi
 Publishers, Dordre
ht, 1990.[Zad65℄ L.A. Zadeh. Fuzzy sets. Information and Control, 8:338�353, 1965.[Zad78℄ L.A. Zadeh. Fuzzy sets as a basis for a theory of possibility. Fuzzy Sets andSystems, 1(1):3�28, 1978.[Zei76℄ B. Zeigler. Theory of Modeling and Simulation. Wiley, New-York, 1976.


